EFREI Nombres et Structures, TD1 : nombres complexes.

Programme suggéreé:

e séancel: 1) 2)3)4)6)
e séance2: 5) 7)9) 10) 8)
e séance3: 11) 12) 13) 14) 15)

1+iy/3
NERS

1) Mettre y = sous forme exponentielle.

LT LT
2) Mettre sous forme polaire le complexe a = es +e's .

3) Linéariser sin®x.

4) Linéariser sin°x.

.

5) Linéariser cos’x sin
6) Extraire les racines carrées de w = —5 — 12i.

7) Résoudre dans € I'équation algébrique suivante: (2 +1)2° = (3 + 2Dz + 1 — %i =0.
8) Résoudre dans C I'équation algébrique suivante: iz” + (4i—3)z+i—5=10.

9) Trouver l'ensemble des racines cubiques de —1 + i.

—4

1+iV3

10) Trouver I'ensemble des racines sixiemes de

11) Soit la récurrence linéaire : upy, = —(4 + 3D)u,,.— (1 + 5i)u, et les conditions initiales uy = 0 etu; = —2 —1i.

i.  Berire 'équation caractéristique et multipliez ses deux membres par i pour trouver ses racines sans calcul.
ii.  Fn déduire la forme des solutions puis la suite vérifiant les conditions initiales.

12) Trouver la suite (uy) qui vérific uy,» = (4 — 2DUg41+ (—3 + 4Dy, et les conditions initiales ug =21 etu; =2 — L




13) Trouver la suite (u,,) qui vérifie u,,, = —3v2 u,.;—9u, et les conditions initiales u, = 1 et u; = V2.

14) Sachant que la somme des racines n-iémes de l'unité est nulle et que la suite des racines n-iémes de I'unité est n-

4 5 L
périodique simplifier u = (® + 0*) (W + ©?) ot ® = &5 .

15) Sachant que la somme des racines n-iémes de I'unité est nulle et que la suite des racines n-iémes de I'unité est n-

périodique simplifier v = ( B+ B24B)( B2 +B5 + B%) ol f = &'7 .



EFREI Nombres et Structures, TD 2 : logique et ensembles.
1) Dresser la table de vérité de XA (Y= Z).

2) Dans l'implication A = B on dit que A est suffisant a B, et B nécessaire a A.
i.  Ecrire les propositions suivantes sous forme d'implication.
a) pour qu'un réel x soit strictement supérieur a 3, il suffit qu'il soit supérieur ou égal a 4.

b) pour qu'un réel x soit strictement supérieur a 3, il faut qu'il soit différent de 2.
= i 5 S Y 4
¢) pour que la partie réelle d'un complexe z vaille — i il faut que son argument vaille ?n

d) une condition nécessaire pour qu'un complexe z soit non réel est qu'il soit imaginaire pur.

ii.  Ecrire leur contraposées, sont-elles Vraies ou Fausses ?

3) Ecrire les négations des propositions suivantes et donner (sauf pour c) ) leur valeur de vérité aprés négation.
AVxeR 1=x<2Z,
b) YxeR, x’=1=>x%x=1
c) Vx €A, Iy €B, 3z € C, VtE D, P(xyz1).
dVxeR, VX eR, x#x=>e* =e¥,
e) Pour m € N on note Ny, I'ensemble des entiers supérieurs ou égaux am,
J(u,) € RY,ve R}, ImEN, Vn € Ny, |uy| ¢
4) Voici des ensembles notés en compréhension. Notez-les en extension gréace a une formule dans laquelle
1 ou 2 éléments varient dans un ensemble a déterminer.
i A={x€Z3Ip€Zx=7p}
ii. B={x€eR3pEZx=2pn}
iil,. E=@etCz =1k
iv. D={zeCz®=-1}.
v. E={zeCz?€eR}
vio. F={(u,) €CYVn€N ups + ups1—2u, =0},
vii. G={(u,) € CY Vvn € N, up,y—3iupy1—2u, = 0}
viil. H={(u,) € CY,vn € N,u,,, +2iuy,;—u, = 0}.

ix. 1={(uy) €RY,Vn € N,up;5—2V3ups; + 4u, = 0}



EFREI Nombres et Structures, TD3 : applications et relations.

1) Injectivité.
Soit f: R* — R*,x—> =
a) on considére x, et x, dans R”, réduisez au méme dénominateur la différence f(x4) — f(x2).

b) si f(x,) — f(x,) est nul que peut-on dire de x; et x;?

2) Injectivité.

Soit f: R — R, on considére la proposition quantifiée " f est injective sur R " qui s'écrit:
v(xy) ERLEX) =fy) =2x=y

a) écrire sa négation.

£ "

On considére maintenant la proposition quantifiée " f est T-périodique sur R " qui s'écrit:
ITe R, VXER fx+T) =f(x)

b) que proposez-vous comme couple(s) (x,y) pour vérifier la non injectivité de f écrite en a).

3) Surjectivité.

On considérera l'application h: R — R*par:
h(x) = —x+1six € |—oo,1]

h(x) = 0si X € {1}

h(x) = x—1six € |1, +oo[

a) dessinez la courbe représentative de h.

b) soity > 0, résolvez f(x) = y pour x € |—oo,1[ puispour x € 11, +co[ . Combien "y
d'antécédents par h?

a-t-il

c) quel est I'ensemble des antécédents de 07
d) faites un tableau qui résume le nombre d'antécédents de y selon qu'il appartient & ]0, +co[ ou {0}.

e) existe-t-il des éléments de R* sans antécédent?



EFREI Nombres et Structures, TD4 : arithmétique dans Z.

iy
a)
b)

2)
3)

1)

5)

6)
7)
8)

a)
b)

9)

Déterminer la classe de congruence modulo 5 dont les éléments x vérifient x + 3 = 2[5].
Ecrire cette classe en extension. Quel est le plus petit entier de cette classe supérieur a 100 ?

Trouver tous les x dans Z vérifiant 3x = 2[5]

Trouver tous les x dans Z vérifiant 4x = 4[6]

Trouver tous les x dans Z vérifiant x? = 2[5]

Trouver tous les x dans Z vérifiant x* = 3[6]

Est-il vrai que pour tout entier naturel n, 72" 4+ 3 est multiple de 4.

Pour quelles valeurs de k € Z le nombre f(k) = k® + k — 2 est-il divisible par 4 ? par 7 ?

------

11 de 201 520 142 013 et 201 420 132 012.
En déduire que 201 520 142 01320 — 2018672 est multiple de 11.
Théoréeme fondamental de I'arithmétique.

Donner la décomposition de 231 au sens du théoréme fondamental de I'arithmétique et déduisez-en le
nombre de ses diviseurs entiers naturels.

10) Donner la décomposition de 5040 au sens du théoréme fondamental de I'arithmétique et déduisez-en le

nombre de ses diviseurs entiers naturels.

11)Soit n € N, en remarquant que n* + 4 = n*+ 4n? + 4 — 4n? écrire n* + 4 comme un produit de deux

facteurs et en déduire la condition a laquelle il est premier.

12) Algorithme d'Euclide étendu. Nous allons écrire toutes les opérations poura = ry = 30etb=r; = 7.

a) Poser les divisions suivantes : 30 par 7, 7 par 2 et 2 par 1 puis repérez ry ...rget q ... 4a.
b) On considére les 4 relations suivantes :

Qiv1 = Fi-a = 5

Fi41 = Fi—-1 — Qi+1hi
Uit1 = Uj—1—9i+1
Vit1 = Vi1 —i+1Vi

Ecrivez-lespouri=1,i=2,i=3



c) Sachant que la relation au; 4+ bv; = rj est vraie pout tout i, déduisez-en un couple de coefficients de
Bézout pour a et b.

13) Donner tous les coefficients de Bézout pour (a,b) = (30,7).

14) Résoudre |'équation diophantienne suivante : 10x + 25y = 35.



EFREI Nombres et Structures, TD 5 : polynomes.

1)

2)

a)
b)

d)
e)

3)

a)
b)

)

4)

a)
b)

Effectuer la division euclidienne de A = x3— x* + 1 par B = x? + x— 1 et vérifiez votre résultat en
calculant BQ +R=A.

PGCD de 2 polyndmes.
Soient A=x*+ x et B=x+x*+ x+ L

Calculer A A B par l'algorithme d’Euclide.

Calculer A + (A A B) et en déduire la factorisation de A en produit de trois polynémes de R[X] de degré
inférieur ou égal a 2.

Calculer B + (A A B) et en déduire la factorisation de B en produit de deux polynémes de R[X] de degré
inférieur ou égal a 2.

Calculer (x —i)(x +1) et (x + j)(x +]) grace ala formule du cours.

En déduire I'écriture de A et B comme produit de polynomes de degré 1. Quel est leur diviseur commun
unitaire de plus haut degré ? Existe-t-il un autre diviseur commun unitaire ?

Ecrire A+ (AA B) et B + (A A B) comme un produit de polynémes de degré 1. Quel est leur diviseur
commun unitaire de plus haut degré 7 Sur quel résultat général du cours retombe-t-on 7

Racines et divisibilité .
Soit (m, n, p) € N3, on considére le polynéme P = x3™ 4 x30F1 4 x3p+2,

Montrer que (x —j) | P.
Montrer de 3 facons différentes que (x —7) | P.
En déduire grace a un résultat du cours que (x> + x+ 1)| P.

Caractérisation d'une racine multiple.
Soit § = 2x°—x* +4x*—2x* + 2x— 1.

Calculer 8(i),S’ (i) et S"(i). Quelle estla multiplicité de i ?

En déduire que S est divisible par un polynéme B de degré 4 a coefficients réels que vous préciserez et
déterminez le quotient de S par B.

Déduire des questions précédentes la factorisation de S en produit de polynémes irréductibles sur R
puis la factorisation de S en produit de polynémes irréductibles sur C.




EFRE] Nombres et Structures, TD6 : fractions rationnelles.

I. Décomposition en éléments simples de premiere espéce.

K zx-2

1) Décomposer en partie entiére et partie polaire la fraction rationnelle : K= D)

2) Décomposer en éléments simples la fraction suivante (1pole simple réel et 1 pole double
réel):
2x+1

= (x—1)(x+1)?

3) Décomposer en éléments simples la fraction suivante (dénominateur non scindé sur
X

X24x+1

IR, 2 poles simples conjugués) : C =

4) Décomposer en éléments simples la fraction suivante (dénominateur non scindé sur
4
(x241)2

IR, 2 poles doubles conjugués) : D =

I. Décomposition en éléments simples de seconde espéce.

5) Décomposer G = F i éléments simples de premiére espéce puis additionner les
éléments simples complexes de méme ordre pour obtenir la décomposition en éléments simples
de seconde espéce.

A . 2K
6) Méme question pour H = ——
-3 3T g L
4 e 4 e 4 e 4 ek = i = i 3
7)Ondonnel= —— = -« + — + = 4 —== , grace a la réduction au méme
741 x—e'd x—e & x—e & x—o 4
dénominateur vue en cours montrer:
4 —2x+2 VZx+ 2

= +
x*+1 x2—V2x+1 x2+V2x+1




