Statistiques Avril

Tableau de contingence
yi

xi nij (effectif partiel)

Distribution marginales :

q
ni.= Z nij
j=1
effectifs marginaux
P
nj= Z nij
i=1

Exemple : On considére une distribution avec 10 000 jeunes salariés en fonction de I'age, variable x,
et selon le salaire mensuel noté y et en milliers d'euros.
On a le tableau de contingence suivant:

y [ [0,8-1,2[ | [1,2-1,6] |[1,6-2,0[ | Z(distributions
X marginales de x)
19-21 700 300 100 1100 (nl))
21-23 1400 2000 300 3700
23-25 1000 2900 1300 5200
z 3100 5200 1700 n=10 000
(distributions marginales de y)

Ona: nl2 =300 — jeunes qui ont entre 19 et 21 ans et dont le salaire est compris [1,2-1,6]

n21 = 1400

n32 =2900 (effectifs partiels)
On a aussi les fréquences partielles :
37 = n32 2900 290

f32 == =15000 ~ 27%
Distribution marginale de x :
nl.=1100 nombre de jeunes qui ont entre 19 et 21 ans
n2.= 3700
n3.= 5200
Fréquence marginale :

L nl. 1100
== 10000

Distribution marginale de y :
n.1 =3100 nombre de jeunes dont le salaire est compris entre 0,8 et 1,2 milliers d'euros
n.2= 5200

n.3=1700
B 3100 _ 31y
~ 10000 7
Remarques :
p D
Z Zfij —1
i=1j=1 B
car fij = 2



p
zyj=1
=1

caryi_n.j=n

c. Distribution conditionnelles :
Ce sont les distributions d'un caractere pour une modalité fixée de l'autre.
Par exemple :
e distribution conditionnelle de x pour y=yj, ce sont (xi, effectif nij) qui correspondent a la
"jeme" colonne du tableau.
e distribution conditionnelle de y pour x=xj, ce sont (yi, effectif nij) qui correspondent a la
"ieme" ligne du tableau.
* Fréquence conditionnelle :
fi, .M
J nj
nij : nombre d'unités ayant le caractere (xi, yj)
n.j : nombre d'unités ayant le caractere yj
etaussi:

i nij
f]/i -~

Onafi/j = proportion d'unités ayant xi parmi ceux ayant yj
= fréquence conditionnelle de x selon y

Exemple des salariés :
fi=1 / nl2 300

J=2772 5200
58% de ceux qui gagnent entre 1,2 et 1,6 milliers d'euros ont entre 19 et 21 ans
Propriété :

= 5,8%

fi, _fu fi, _fu
G‘fjou A_fi

p ) q ]
;ﬁ/]_zl y ]Zf]/i:l

2. Caractéristiques des séries a 2 caracteres :

Remarque:

a. Caractéristiques des séries marginales : (xi, ni.) et (yj, n.j)
Moyenne de x :

i=1 j=1
Movenne deyv:
q q p
__1 _1
}’—EZYNU —EZZ)’JTUJ
j=1 j=1i=1

Exemple : tableau des 10 000 jeunes salariés

_ 1
X = 10000 (20 % 1100 + 22 * 3700 + 24 * 5200) = 22,82

20,22 et 24 : centres des classes

(1,0 3100 + 1,4 * 5200 + 1,8 * 1700) = 1,344

Variance de x:

p

1 _
ox® = ZZ ni. (xi — x)* = x* — (x)?

i=1



q

1 o —
oy’ = EZ njyi—y?*=y*—)?*
j=1

Exemple : tableau des 10 000 jeunes salariés

- 1
X2 (202 % 1100 + 222 * 3700 + 242 x 5200) = 522,6

~ 10000
d'olt
ox? = 522,6 — (22,82)% = 1,85
Jox? = /185 = 1,36
= 1 (1,0% * 3100 + 1,4% + 5200 + 1,82 + 1700) = 1,88
10000 * ’ ’ ’
d'ou

oy = 0,27
b. Caractéristiques des distributions conditionnelles de x si yj et de y si xi :

Moyennes :
.. _ 1 . e ' NRITR "
de x siyj, X = Zlexl nij d'apres "jeme" colonne

de y siyj, yi = % Z;’zlyj nij d'aprés "iéme" colonne

Variance de xsiyj:

14
1 S
0] () = 7 ) mijxi = 7)) = 7~ ()"
i=1

Variancedevsixj:

q
1 _
0 (y) = — > nij(yj = 7 = yi* — (1)
j=1
= Démonstration en TD

Exemples : tableau des salariés

— 1
x1= 3100 (20 * 700 + 22 * 1400 + 24 * 1000) = 22,194

Moyenne d'age de ceux qui gagnent entre 0,8 et 1,2 milliers d'euros
1
012(x) = =—— (20% * 700 + 222 = 1400 + 242 x« 1000) — (22,194)* = 2,15

3100
ol(x) = 1,47
01(x) représente la dispersion d'age de ceux qui gagnent entre 0,8 et 1,2 milliers d'euros (j=1)

1
y2 = 3700 (1,0 x 1400 + 1,4 = 200 + 1,8 * 300) = 1,281

i=200, x=x2
Il s'agit du salaire moyen de ceux qui ont entre 21 et 23 ans.
1
02%(y) = —— (1,0% = 1400 + 1,42 = 2000 + 1,82 = 300) — (1,281)? = 0,0596

3700
02(y) = 0,24
02(y) représente la dispersion du salaire de ceux qui ont entre 21 et 23 ans

c. Relations entre les caractéristiques marginales et conditionnelles
Sur les moyennes :
On a calculé les xj pour y=yj fixé et d'effectif n.j alors :

q

I

x—;Zx] n.j
j=1

Idem poury



d. Covariancedexety
Définition :

1% q
1
cov (x,y) = azz”‘j (xi — %) (yj — ¥)

i=1j=1

Cette notion de covariance sert a savoir si les caracteres x et y sont dépendants ou indépendants.

Propriété :
L P q
cov(x,y) = —Z Z nij xiyj — xy
n j=1
=Xy
donc:
[cov(x,y) = Xy — x|
Remarque :

cov(x,x) = x* — (¥)? = ox?

3. Représentation graphique des séries a 2 caracteres :

On considére une série (xi, yj) d'effectifs nij.
e Graphe a 3 dimensions:

nij
Représentation peu pratique!
> Y
X
* (Graphe a 2 dimensions:
y y |
I I
I I
il il
I I
X1 X1
point dont la grosseur est avec effectif plus faible
proportionnelle a I'effectif ni
— courbe de régression
ou encore lignes polygonales
y
A % Valeurs de y
yp oc.ooc.ooo-ooo-oz:.;ﬁ)‘
moyennes yi e VRpie o
conditionnelles Y2 oo < Cyx
x /X
— | ¥
yl feeee %
L1 1 - X

x1x2 xi Xp
Ici, y1 syntétise l'information des (yj,nij)



ET y

A
yq ................. ///,,
yj //
y2 ........ / Cx/y
/
y]_ PP /
s+ 4+ X

Ici, Xj syntétise l'information des (xi,nij)

Que représente ces courbes de régression?
On peut dire que la X du carré des distances des points a Cy,/, ou Cy,, est minimale!

Siy est en fonction de x,*, on obtient alors un nuage de points.
On va chercher la meilleure courbe passant au milieu de ce nuage de points.
Cette courbe sera notée y7 = f(xi)

Dongc, on doit avoir la somme S des distances au carré aux points yj minimale (distance y'i, yj

minimale).
§= E E nij (yj —y'i)?
i

On veut que S soit le plus petit possible!
D'ou: ...développement (la flemme) ...
S est minimale si :
yi=yl
= courbe de régression.

4. Série a caracteres x et y indépendants :

Définition : Les caractéres sont indépendants si une variation de I'un n'entraine pas une variation
de 'autre.

Conséquences : Les fréquences conditionnelles f;,; ne dépendent pasj (f;/; = T:l—l]])
Les fréquences conditionnelles fj/l- ne dépendent pas i (fj/l- = %

fii=fi et fip=f;

—fréquence marginale

Démonstration :
nij nil ni2 ni3 niq ni.
fl/z—.z = = :---:—:—:ﬁl
j nj nl1l n2 n3 ng n
On avu que
_fi
Ty, = %7
donc
[fij = fi. *f.j]

Siindépendant.

Connaissance de fij = connaissance de fi. et f.

< réciproque juste si x et y indépendants



Conséquence pour les courbes de régression :

y
)7=ﬁ=y_ %— % X—% X—=-  C)/y
! > X
x1 Xp
y
X
§
% CX/y
I
| | > X
xI1=x2=..

Les courbes de régression sont des droites //

Ona xXy=Xxy
d'ou cov(xy) =0

Remarque : Si cov(x,y) = 0, cela n'entraine pas forcément l'indépendance de x et de y

Exemple : Soit la relation y=x* (pas dépendante)
oux=-1 ,x=1, y=+1

x/y|+1 |2
-1 01 |1
+1 ] 1 |1
X | +2]2

P leig1xioo

= —1 % — % — —

x 2 2

=2y i iy

xy—n' 'nl]JClyl
i

1
=§(—1*(+1)+1*1)=0
donc xy—xy =0
= cov(x,y) =0

5. Ajustement, corrélation et régression
Objectifs :
e évaluer quantitativement le degré d'indépendance entre x ety
* savoir si il existe une dépendance linéaire entre x ety (y =ax + b)

a. Ajustement linéaire - Droites de régression

Probleme :

e sivisuellement le "nuage" de points fait apparaitre une droite, les courbes de régression
("meilleures" courbes représentant le nuage) sont les lignes brisées autour de droites que 1'on va

déterminer avec la méthode des moindres carrés (MMC).

On va parler de droites de régression

¢ On pourra alors determiner I'angle entre ces deux droites de régression qui va quantifier le

degré de dépendance entre x ety :
Siangle de 90°: x ety indépendantes



Siangle de 0°: on vera que y est fonction de x

d'ou les graphes dans les deux cas:

lercas: y D
A
P
Y]
yl
[ 1 > X
x1 Xp

On va cherchery =ax+ b
Cela varemplacer la courbe de régression Cy/,

D : droite de régression de y en x

2¢me cas : y D
A
yp
yl
L1 1 5 X
x1 X1 Xp

On va chercher x =a'y + b’
D': droite de régression de xeny

e MMCdanslecas1:
On veut minimiser la grandeur :

2
S=ZZnij (yj — axi — b)
i J

szj(yj—axi—b)zo
L
szjyjzaz:zmjxi+bzzmj
i i i
=n

=nx
ny=anx+nb
y=aXx+b

On sait que la droite de régression passe par (X, y)

ZZni] (yj—axi—b)xi =0
i j

ananx_2+nbf
Xy = ax®+ bx

ds _

=0 >
da

d'ou
o xy cov(x,y)
a=xy—— =
x? — (%)? ox?
et
b=y—ax

e MMCdanslecas?2:
x en fonction de y



On obtient pour D' :

x=ay+Db'
On a alors
| cov(x,y)
a=———
gy
et



