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Outils mathématiques d’analyse vectorielle

e

Plan :
L. Opérateurs
1. Gradient
2. Divergence
3. Rotationnel

| 4. Laplacien

II. Formes intégrales des théorémes d’analyse vectorielle

I Théoréme de Green-Ostrogradsky.

A. Tabbi



e 1. Gradient :
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Noté : grad

C’est I"application de ’opérateur nabla : V , aune fonction f(x,y,z)

2 of
dx ax

= a . A BIETS | af

tel que V| — |; appliqué af= grad(f) =| =—
dy dy

[ s

0z 9z

Remarque

L’opérateur grad ne s’applique qu’a des fonctions scalaires telles que : pression P,
température T, masse volumique p, potentiel électrique : V....et le résultat donne un vecteur.

Interpreétation

Le grad(f) mesure I’intensité de la variation d’une fonction scalaire selon les 3 directions de
I’espace, le vecteur grad(f) donne aussi le sens de croissance de la grandeur f. C’est une
dérivé directionnelle.

Exemplel

Pression zZ

On a P, = Pression atmosphérique, etP, > P,, le vecteur gradient de pression est donc orienté
vers les z < 0.

Les surfaces horizontales = surfaces a pression constante=isobares, tel que le vecteur grad(P)est

ulaire a ces surfaces.




Les lignes représentent le gradient de couleur du plus clair vers le plus foncé

2. Divergence. Noté : div
La divergence est obtenue lorsque V s’applique en produit scalaire a un vecteur.
Pour un vecteur U quelconque, div(U) = V.0
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Interprétation :

Pour un écoulement d’un fluide tel que U est le vecteur vitesse ¥ , alors :
o div(V)=0 signifie fluide est homogene et incompressible.
o div(V)>0 signifie une accumulation locale de la matiére, ou excés de matiére.

© dii)'(l7) <0 signifie une perte de masse locale.

Exemplel:
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Ecoulement uniforme  div(¥)=0

Exemple 2:
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te rectiligne d’un fluide compressible diﬁ(V) #0



Noté : rof
e - C’est I’application d’un opérateur V en produit vectoriel & un vecteur.
¥ Pour un vecteur U quelconque : rof (U) =V AU
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Interprétation

e Le rotationnel est ié a un effet de cisaillement. Il est d’autant plus €levé que ¢a
cisaille fort !

—

e Calculer le rotationnel d’un vecteur U ¢’est mesurer sa variation selon une direction
perpendiculaire a ce vecteur

e Quand on lache une particule dans un champ de vitesse V.

Si rof (V) >0 alors la particule tournera dans le sen positif
Si rof (V) <0 alors la particule tournera dans le sen négatif

Si r07(17) =0 alors la particule évoluera sans rotation

Le vecteur rof (A)est dirigé suivant I’axe de rotation de A
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* Le Laplacien A permet d’établir les équations de propagation de n’importe quel type d’onde.
L’équation de propagation permet de calculer la vitesse de propagation .
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II. Formes intégrales des théoréemes d’analyse vectorielle

1. Théoréme de Green—Ostrogradski (Appelé aussi théoréme de la divergence).

Enoncé : Le flux d'un vecteur U j yravers une surface fermée S est égal a I'intégrale de la
divergence de ce vecteur sur le volume t contenu dans S fermée.




sur C
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Surfaces s'appuyant “\®

C : contour fermé orienté

III. Quelques identités remarquables d’analyse vectorielle.

1) div(rof (U)=0

2) rof (grad(f)=0

3) A(fg)=fAg+gA + 2.grac;'f.grac§(g)
4) AU = grad(divU)) - rot (rof (U))

5) grad(fg)= f.grad(g)+g.grad(f)

6) div(fU)= f.div(U)+ grad(f)U

7) rot (fU)= frof (U)+grad(f) AU

8) div(U, AU,)=U,.rof (U,)~U,.rof (U,)

~ Remarque

Toutes les définitions des opérateurs données dans ce chapitre ne sont valables que dans les coordonnées
nnes. Dans les autres types de coordonnées : polaires, cylindriques ou sphériques, il existe un

- qui donnera les nouvelles expressions des opérateurs.
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