REPRESENTATION DES NOMBRES
Exercice 1 — Représentation flottante double précis  ion +++

A) Convertir a:(1,0101010;|10 en représentation flottante IEEE .5, au format
double précision.
L’excédent (qui permet de coder et fixer les bomeexposant dans ce format) est :

E, =2 -1= 2°- 1= 102
La formule de décodage IEREdouble précision est dondl:(a) = (—1)S (1+M)2570%
S=0

E=(1023,, :( 0%3

Reste a converti(O, 0101010)10 en binaire pour déterminer 1&2 chiffres de la mantisse.

Commel<ac< 2 il vient immédiatement quex:

2

Le probleme pratique est de savoir comment calcalergénéral, la décomposition comme
somme de puissances entiéres relatives de deuxrationnel quelconque.

1
1_7
_ 1,1, 1,1 700 o 106-1
(0,0101010}, 102+1cf‘+ 1(?J, TR 1:108(16—1)
10°
L'encadrement suivaml— > & > —1
2 100(10-1 2
Permet la décompositiﬂ)|=|108—_1 = 1 1+M avec0< M <1
16°(1¢-9 27" 16(16- ) 10°(10- 9
1_29x10-128 1 1 - 29x10-2 _ 1) 1k 10- 2
2 10(10-9 3 2 10°(16-9  2°(7 16(16- )

! Voir en annexe de ce corrigé, quelques compléments théoriques et pratiques sur le déve-
loppement de la mantisse d’‘un rationnel (toutes bases)



Pour gagner du temps (surtout sans calculatrice)

Zq.
—_ 2| =1

(021)

Etant donné I'exposard, ,, obtenu par encadrement de ce reste, il vient que :

On remarque qu'a I'étapk, le reste est de la for

K k+1

a,10° - Zéqi N (240, -10 +1) 16 - %q'
10°(1¢ -] 2% 16( 16- )
a,,, =2%a -10+1
C'est-a-dire : Zq

Gy =Min{q|qON O(2a, 16+ 10- 27 >

k
Notons par ailleurs qué® <10° < 2" et donc, pour)_ ¢ < 27,

i=1
k

>4
0’ -2+
nous avons—

a, e . .
, ce qui facilite les encadrements jusqu’a mi-pars@26/52).
1°(10-9 107 | 14 Parsqze/s2)



En itérant le procédé, on obtient :

(0,0101010), =
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Et donc :
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1+
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B) Quelle est la plus petite valeur positive normal isée représentable au format
IEEEs, double précision ? Expliquez. On rappelle que I'ex  posant occupe 11
bits dans ce format.

La plus petite valeufstrictement) positive_nhormaliséereprésentable au format IEgEdouble
précision est (- 1) (1+0) 2102 = 210%

C) Y-a-t-il moyen de représenter une valeur encore  plus petite ? Lequel ? Quel est
alors la plus petite valeur représentable ?

Le format IEEEs, double précision dénormalisé e(sﬂ)o (0,M) 2% avecM #0.

Dans ce format, le plus petit nombre strictemesitfoeprésentable e@ 22 1022 = 27 107

SYSTEMES D’EQUATIONS

Exercice 2 — Pivot de Gauss total +

A) Résoudre le systeme suivant par la méthode du pi vot de Gauss total:

11 2|3

13 6|9

2 6 15 |2

11 2 [3)L4«L 15 6 2 |20 | . -2

136 |9 Caoc 6 3 19 2

2 6 15|21 og=(1 3 2 1 1|3 L3<—L3—1—5L1

15 2 L, - L, 15

0/%%%% 075%5%5 oLt
o=(1 3)(2

0 % Ws |} A9 o 1 33

15 2 6 |21 X, =% =1

Notons que la validité de cette solution est atsale a vérifier.




B) Est-il pertinent d'utiliser une méthode itérativ e pour résoudre ce systeme ?
Justifiez votre réponse.

O@ )01 2x[1 j(|A”|<Z‘AJ ‘J - la matrice n'est donc pas a diagonale strictémen
7

dominante (voir lemme d’'Hadamard) il n’est donc pagain que la méthode itérative converge.
Par ailleurs, une méthode itérative, de complexitédratique, devient plus intéressante que le
pivot de Gauss, de complexité cubique, pour uneicead’ordre supérieur & 100.

INTERPOLATIONS

Exercice 4 — Connaissances et réflexion théorique e  t pratique +++
Soit n points (x ;, y;) donnés sans ordre précis.

A) Les polynédmes d'interpolation de Lagrange et de Newton de ces n points dif-
férent-ils ? Justifiez votre réponse.

D’aprés lethéoreme d’unisolvance deux polyndmes de degré inférieur ou égalalinterpo-
lateurs des mémespoints deux a deux distincts sont nécessairengsnbé

B) Combien existe-t-il de facons différentes de con  struire ces poly-
ndémes respectivement avec la méthode de Lagrange et avec la méthode de
Newton ? Justifiez votre réponse.

La méthode de Lagrange consiste a donner la défirde n fonctions cardinales qui forment
un ensemble invariant par permutation de I'ensendbilelices des points. Dis autrement, le
procédé de construction ne dépend pas de I'ordre ldguel on considére les points.

Plus formellement Do 06,0k 0[1 n]: L, (x)= z Yol (X) = z Y (X)
k=1 k=1

En revanche, pour la méthode de Newton, le proitédif des différences divisées dépend de
I'ordre dans lequel on traite les points et I'oruppdonc considérer qu'il exista! variantes du
procédé pour obtenir I(Cuniqu)e polynéme interpelat

Plus formellement : les valeurs des coefficiquﬁ 0] du polynéme dépendent de la permuta-

o o
tion, a commencer pa, = Dyg1 =Y,



C) Etant donné I'ensemble de points suivant :

[ 0 1 2 3 4 5
X -8 -a -1 1 a &
Yi

2 2
(a®+1) 1 0 0 1 (a°+1
1) En donner, sous forme réduite et factorisée, le polyndme d’interpolation de Lagrange.

|—<n(X)=kZi;yklk(x)=Zn: Vi ﬁ (x-x)

k=l i=Lizk (Xk - )ﬁ)

. () < (xz—l)(xz—az)(x+ az)
R PO P e S A A P P
()= ( ( (%) (xz—l)(x+a)(x2—a4)
: (a —1)(—a— a)(az— a“) : (az—l)(a+ a)(az— a“)




2) En donner, sous forme réduite et factorisée, le polyndbme d’interpolation de Newton.

a=a+l
Le changement de variable[ig 1 permet de diminuer la complexité des calculs,@n ¢
—a-—

tenant le nombre de termes, et d’éviter les exeadistribution.

g X 0%, Oy, 0%y, O°% Ofy D%y
1 -1 0
2 1 0 0
3 -a 1 11

B ap

a ap

2
a’+1 2

5 -a (a2+1)2 —( ) a+l_ 3.2 12

ap ap aB” (ap)

+1  a 1
6 a (a*+1) T
( ) ag  a’f  (ap)







ANNEXES

Décomposition euclidienne employée a I'exercice 1
On part du reste aprés une premiéere étape de risatiah.

n 1 n_1
1.1)00<—*<10QUbONVWO 20Qg/—>—F*=>—
()de {}qbq_lqbq

n 1 1
1.2, /X =—+r O0—>r =0

““d, b* Ttk

Démonstration :
i>&2_1 _1__1>&__120®b;1>i__1203_1>i__120
b d b B+ o q o o] d B it d B

n 1 1
(1.3)Dk/d—l;:§+rk D§ >rk >0

n 1 1._n

Démonstration spécifique base deu§;L>—"—— 20 — >———:L >0
2t d 2° 2 d 2

En base deux, de (1.3) on dérive :

i_l>&2i - Og, :M/& :—1(1+£k) 0<¢, <1

21 d 2 d, d 2

Partant de 1a, on dispose d’un procédé itératdl@mmposition euclidienne qui permet de réali-

ser un développement Iimi% :i(l+ L (1+... 1 (1+—1(1+ éﬂjj] O0keg, <1
1

2ql ZQZ 2:|n71 21n
Qui une fois distribué donne'™: S 1+ +...+ 11 + 1 (1+¢,)00<¢g,<1
d 2% 2v* Ya o D



Pour des exercices du type I'exercice 1 : périoded e la mantisse

Selon le théoreme d’Euler : (l@bDN*DnDN( (") El[ r‘])
Et donc, en particulier : (1.5)bDN*DpD73(bp‘l El[ pi) (Petit Fermat)

b¢(”) -1
n

(1.4) = M, ON /b =1+ nM,, = OM,0ON /M, =

oM, ON/2=_Ta - b‘¢(”)|v|n(—1_ j: b VM, > b0
n p™-1 1- b k=0

Cela signifie que1 se décompose en un produit d'un décalage gauairengtisation) de
n

b¢(“)

et le support) b™ ™ de répétition périodique dMl .
k=0

b  avec un motifM =

Il suffit de voir que la taille dM,,, [M,|< ¢(n) (carM, < b?™) pour vérifier que deux répé-

titions du motif ne se chevauchent pas, et pouerdéner I'écriture de— en baseb a
n

¢(n)_‘Mn‘
0,0...0 Q.. OM, | (la notation soulignée signifie la répétition).
—
#(n) .
b=10 |#(27)=(3-13"=18
Application directe :{ = _10%-1

n=3 " |M, 57 = 370370370370370:

Cet exemple pour montrer que si le raisonnemedessus permet de prouver I'existence de, et
de calculer effectivement le motif périodique d’umantisse, celui-ci n’est pas unique, et ce
procédé de calcul n’est pas optimal (sous-motifstifmdécalés).

Pour faire mieux, a vous de jouer !

Vous pouvez, par exemple, vous exercer en tentamtéterminer la période et le motif mini-
maux de la mantisse de I'exercice 1.



