CE AN L3 2012

ENONCE

REPRESENTATION DES NOMBRES

Exercice 1 — Représentation flottante grande précis  ion +++
1 ) : L
A) Convertir — en représentation flottante IEgEau format grande précision.

B) Quelle est la plus petite valeur strictementitpes normalisée représentable au format
IEEE;s4 grande précision (On rappelle que I'exposant oedpbits dans ce format) ? (1 pt)

C) Y-a-t-il moyen de représenter une valeur stm&nt positive encore plus petite ? Lequel ?
Quelle est alors la plus petite valeur représeatabl

ERREURS D'APPROXIMATION

Exercice 2 — Erreurs d’approximation ++

e 11
A) Résoudre le systém%1 j ou O<|£| <1, d’'une part avec la méthode du pivot de
Gauss simple et d’autre part avec celle du pivdbdess total en mettant en évidence la maniéere
dont la premiere méthode, mise en ceuvre par unlagdar numérique travaillant en représenta-
tion flottante, conduit a un résultat faux quanddaonde évite la propagation de I'erreur.



B) Mettre en évidence la maniére dont le calcul @ugue en représentation flottante des ra-

cines d’une équation polynémiale de degré deux pentiuire & un résultat totalement erroné.

Préciser les conditions d’occurrence d’une teltewar Proposer une stratégie de calcul qui cons-
titue un bouclier efficace contre cette erreur.

SYSTEMES D’EQUATIONS

Exercice 3 — Pivot de Gauss total et méthodes itéra  tives +++
A) Résoudre le systéme suivant par la méthode dwtpde Gauss total (3 pts):

1 a a |a°
15 B | l<a<f<y<2
\a+B>y

1y vy

Votre note dépend de votre vérification rigouredes hypotheses de travail pour le choix des
pivots, ainsi que de la restitution dans le borredks composantes du vecteur solution.
B) Donner une condition rigoureusement formelldisahte pour assurer que les méthodes de
Jacobi et de Gauss-Siedel appliquées au systeransabnvergent :

n-1

1 a .. a |a]
1 a, ... ay* |&}
.o . Sll<a <a <a; <a,<2
1 a, ... a " |af

C) Donner les deux formules d'itération, pour réseule systéemenx n respectivement par la
méthode de Jacobi et par la méthode Gauss-Siedel.

INTERPOLATIONS ET APPROXIMATIONS

Exercice 3 — Interpolation complexe  +++
Etant donné I'ensemble de poir(tsg yi)il]ﬂl q suivants a valeurs darfS et le polynéme

x 0 -1 2 1( 1+ i\/_3)
d’interpolation de ces pointg : 2

y 1 0 -3(12) V3
Calculer a I'aide de la méthode de Lagrange lawalénterpolation enx = 1.

Exercice 4 — Réflexion théorique +++
A) Soient deux points distincsq, ;) et(x, Y,) :



Démontrer formellement que la droite d’interpolatit la droite obtenue par régression linéaire
coincident.

B) Etant donnée une famille d& points deux a deux distincts :

Le polynédme d’approximation de degré n — 1 selamdéshode des moindres carrés est-il égal ou
non au polyndme d’interpolation ? Justifiez vo#panse formellement, ou ne répondez pas.

CORRIGE

REPRESENTATION DES NOMBRES

Exercice 1 — Représentation flottante grande précis  ion +++

1 . L
A) men représentation flottante IEEE 754, au format grande précision
L'excédent (qui permet de coder et fixer les boue$exposant dans ce format) est :

E,=2"-1=2*- 1= 1638!

La formule de décodage IEREdouble précision est dondl:(a) = (-1)° (1+ M) 2576,
1 _

——>0doncS=0.

119

1 1 1 1 1 , 12
— <—<— donc——=——(1+r,) avecr, <1l en l'occurrence r, = =——-1=—.
128 119 64 119 128 11

1 9 1 1 _ 1 1 _16x%9 144~ 119 2°
— <— <= donc——=—— 1+—6(1+r2) avecr, = -1= :
16 119 8 119 12 1 119 119 11¢

En itérant, on trouve :

ettt 1)

Et donc : i—2‘7+2‘“+ 2+ 2P+ 2V 29 2% 224 2 E 1ij
119 119



Soit : 1—19=(2‘7 + 2N ML 2B 2V 2% 2% 224 2 2)2 2%

i=0

1—19 =(o, 000000100010011010111()91
X .

Et donc, en base deu 1
1—19 = (1, 000100110101110010000()93 -

On en déduit I'encodage de I'exposant et de la issmtleb4 bits :

E=E,-7=16383 7= 16376( g;}—( 1;21:[ a1 cmj
14 2 11 2

M= (0001001101011100100OOlOOllO10l110010000(1!)1]01001!)101110()2

B) Plus petite valeur strictement positive normalis ée
La plus petite valeur (strictement) positive norisee représentable au format IEEfrande

précision est (_1)0 (1+ O) §-16383 _ ~ 1638:

C) Plus petite valeur strictement positive dénormal isée

Le format IEEEs, double précision dénormalisé e(stl)o (0,M) 2*%%¥ avecM #0.

Dans ce format, le plus petit nombre strictemessitfoeprésentable e %2 16382 = 2~ 1644

ERREURS D' APPROXIMATION

Exercice 2 — Erreurs d’approximation ++

A) Gausse simple vs. Gauss total
Gausse simple

Pas de remontée du pivot de poids le plus fort.

On matérialise en rouge la valeur rigoureusemarsisia obtenue par réintroduction de
I'approximation de la premiére composante dansradle d’obtention de la seconde :



1 1
=—(1- =0==|1
% =~ (1 %) 5(

_%—1_ 1 _
2¢-1) 1-2¢

Pivot de Gauss total
Remontée du pivot de poids le plus fort (en vassgolue).

On matérialise en vert la valeur obtenue par réghiction de I'approximation de la premiere
composante obtenue dans la formule d’obtentiomdetonde :

1|1 L oL
1 2 (3 C -C,
2 13 1
(1 ! J Lo L-L
— 1 _—
> 1 [3) |%Tix7t
1| 1
0 e-= |-= 3-——
2) |y =3Xoqgo -2 17¥
2 2 1-2¢

B) Calcul flottant sécurisé des racines d’'une équat  ion du second degré

Exposé du probléeme

Etant donnée une équation polynomiale du secondedegoefficients dan® dont on re-
cherche les racines réelleax’ + bx+ c=0.

La méthode classique de résolution se résume a ceci

Si le discriminantA = b? —4ac est strictement positif, il existe deux racinestidctes, s'il est
nul, il n’existe qu’une racine double, et sinom’y a pas de racine.



Xy =-%(Ibl+ﬂ)

Les racines poufl >0 sont respectivements: ou &, est le signe db.
& ( \/—
=-_0 - A)
X, ==—=(|b
Cependant, poub® > |aq on a/A = |b| et plus précisément, avec une approximation du se

cond ordre {/1+ x§1+§) de la racine de poids faibbe, , il vient que :

_igf - 1( 4ac
X =- bUb' M(;z( b? m:_%

Par un calcul numérique qui injecte directemerttiseriminant, préalablement calculé, dans les

2la
deux formules respectives d’obtention des racinespbserve que si¥<2't, avect la

. , +b Co N .
taille de la mantisse, alorx, 22—:0, ce qui revient a une approximation du premier
a

ordre (ce qui revient a peu pres au méme que lietogique d’ajouter ou soustraire directement
des équivalent asymptotiques en analyse).

La parade
Une équation du second degré comportant deux sauériie :

b
XM + Xn = —g
(X_XM)(X_ >$n): f‘( Xt >§]) X X X clest-a-dir
_C
X Ko = a
En conséquence, en considérant la racine de poinld K,, calculée comme ci-dessus, une
alternative de calcul de la racine de poids fadlsie: X | =L.
axXy
- 2 ) b c_a
On vérifie que lorsqué® >|ad : x, =——= X, =—x-—=-—%0
a a

Cette seconde méthode de calcul est donc un bpeffieace contre I'erreur d’approximation.



SYSTEMES D’EQUATIONS

Exercice 3 — Pivot de Gauss total et méthodes itéra  tives +++

A) Déroulement rigoureux du pivot de Gauss total

1 a o [@°) L oL vy 1|y L2<_L2—B—2L1
1 8 B |B°| C-C g g 1p yj
1y V') o(X)=(1 3 a® a 1 |a° LsHLg-"?Ll
v y 1 %

o y'B(y-8) vi(v’-8) |B}(B-v)| ?

0 y'a(y-a) y‘z(yz—a2 a*(a-y)

Avant de poursuivre, il est indispensable d’ideetifjuel est le coefficient maximum parmi :
= y_lﬂ(y_ﬂ)
Q3 = y—z(yz _,32)
a, =y a(y-a)
Q33 = y—z(yz_az)

Comparaisons verticales

%>1® a(y-a)>p(y-B) = (B-a)(B+a)>y(B-a)

or:(B-a)(B+a)>y(B-a)0B>a - B+ra>yOB>a

On en déduit, compte tenu des hypotheses de liegegued,, > a,,.

k>1© V-a*>y’-p> - B*>a’

3

On en déduit, compte tenu des hypotheses de lierequed,; > a,..



Comparaisons horizontales

2>1- y(y-a)>ya(y-a) - (y=a)(y+a)>ya(y-a)

(v-a)(y+a)>yw(y-a)Oy>a = y+a>pwOy>a
e y+a>pOy>a - 1>(a-1)(y-)dy>a
Compte tenu des hypothéses de I'exercice, on edrifea,, > a,,.

Par transitivité de la relation d’ordre, le nouvgant est nécessairemeay,.

Finalisation

yz 4 1 V3 Lz < L3
o y'B(y-8) v*(v’-B?) |BXB-¥)| C, - C

y: 1 y % o

0 y*(y*-a?) yla(y-a) |a*(a-y) LseLg—EJ;_jszs
o v (y2-p7) y8(y-p) 1P (EY)

V: 1 y %

0 y*(y-a?) ya(y-a) a*(a-y)




VB o
__(yﬂ)[aym ﬂ}_ ) L 11
Xoy =% = ny: ——((a+ﬂ)y+aﬂ)_—yaﬁ ;+E+_
y*(y ﬁ)(ﬁ—ay j y
y+ra
O P A, W
v (v'-a
. =X3:y3+y((a+ﬁ)y+aﬁ)—yaﬁ:y+a+ﬁ
' y:
Vérification

x+ax,+a*x=yaf-a((a+p)y+ap)+a*(y+a+p)=
yB-a’y-afy-a’B+a’y+ai+a’B=a’

B) Critéere d’'Hadamard

1 a .. a7 |af
1 a, ... ay* |&}
o . S l<a <o <a g <a, <2
1 a art an

n

Le critére d’'Hadamard (matrice a diagonale domiegest une condition suffisante pour valider
la convergence des méthodes de Jacobi et de Genaed-S

Une matrice( A )ijuﬂl ¢ ©sta diagonale dominante 001 n]{Al> Zn: ‘A) ‘

j=1j#

En I’occurrence‘Al- ‘ =g *,0<gd <2

n

orbidl n-1:a>1- d"=ad>a= > a'>ad'>a

IENE:]



La matrice n’est donc pas a diagonale dominante, @tn’est donc pas assuré que les mé-
thodes de Jacobi ou Gauss-Siedel convergent.

n-1 n
iq_a, —1
Notons que) a™* ="~
23 T

a’' -1 n n nl 1 1 Ara i
Or: 1 <a" - 2a"-1<a™ < a" <2— = N< In —— | et donc, la derniére ligne
a-— —a

ne verifie donc pas non plus systématiquementtiérer

C) Transcription des formules de Jacobi et de Gauss  -Siedel
Par application directe de la formule de Jacobi :

M=D (k+1)
{N:D—A:L+U (b ;A j
j N > al X

_
i—1

lvient: Di O n]:x*¥ = (a -2 ayY 3

j#i

Par application directe de la formule de Gauss&bied

oo o)



INTERPOLATIONS ET APPROXIMATIONS

Exercice 4 — Interpolation complexe  +++

Etant donné I'ensemble de pon(t}.t1 14 ) suivants a valeurs darfS et le polynéme

i1 4]

0 -1 2 1(1+ NE
d’interpolation de ces points|: 2

1 0 -3(12) V3

Calculer a I'aide de la méthode de Lagrange la valéinterpolation enz = i.

21y
== iZ z,=e®=> V3-1
Notons que{Z3 3(1+ 23) et quez, = e® d'ou © 2( )
{,=2z,-1 37
i’:e3 =-1
Calculons les termes utiles du polynéme de Lagrange
20, (2)= (z+1)(z-3)(z @
417,
2(z+1)(z-3) 3t 29( 2 3
{35(2) =4, =
(2= z(z+1)(z2-2) # 3
_, Az (zz) (2270 ez)( Z .
Z4£4 _Z4 -
& z(z+1)(z-3) A #)( 7 ¢

Interpolons enz =i :

L) =)+ 40 +2£.0)

I_(i):(i+1)(i —23)(i—z4)+3i(i+j)(i —z4)+( - )i(i+(i-2,)
22 (-9 A0z ¥
o (-a)z)e a2

L(i)= 3(i-2,)z,(1+2)+

zz(1+z)(2- 3 (22,-1)i(i-2,) z



Remplagons la variablg, par sa valeu@i :

. i1 ( )( 24)(1+Z4)(Z4_2i)+

@+ZK z,)(2i-2)+

)= 1+l +2, +
BTG
i =(i+1)((1+2)( -z,)(i+2)+2z-1
-0 (v 2)(2-2)
L(i):(i+1)((1+z)( 1-Z)+ 2z, - ]) (i+1)(-1-2-Z-2+237-1)
(1 z)(2-2) 3z,(1+ z)(z-2)
(i+2)(-1+2,-7) _ (i+1)(-1+9)

L(i)=

32,(1+ 2)(2-2) 33(1+ g)( z- 2)
La valeur d'interpolation en z=i est doncO.

Exercice 5 — Réflexion théorique +++

A) Vérification pour le cas de la régression linéai  re a deux points

Soient deux points distinc{s ;) et(x, Y,).
Le polynédme d’interpolation est :

(x=x%) o (x=%) _ (%= %) *(xy- %

PO) = o= s Y ¥ o) (%= )

g, =AY %
X =%

Les coefficients d'interpolation sont respectivein



Par application des formules de régression lingkagecoefficients du polynéme
d’approximationA( x) = g, + g x a deux parametres se résolvent en :

Rl G Gt a G S

VTR (xlzxzj(xlzxz)
%_(+nﬂﬁ %)= (%+ %) (% %Y

2(x+%) = (% + %)

%_&m+ém X%t X% Xy XXy X%y XY
2(x¢ +X¢) - X=X -2%x,

%_&m+ﬁm X% %= %% Y_ (X =%) (XY~ %W _ Xy Xy

O

(% -%)° (%= %) X =%,
Et:
X Yo~ % Y,
— + 2172 "2
%:y:%zm+%-2%zm T %,
X X+ %, X+ %,
g = SATRY - XU XY-2XYH2 XY X XY XY X¥2 xy2 X
(% =%)(%+ %) (x=%)( x+ %)
g = MRTXYT XY XY ¥ Y,

(x=%)(x*+%) %= %

Conclusion : la droite d’interpolation et la droite obtenue par régression linéaire sur deux
points distincts coincident.

Démonstration générale

Etant donnée une famﬂl(ax de p points deux a deux distincts, définissant une

) i el
relation univoque et surjective & gauche (une agfidin).



Le polyndme d’ mterpolatlorP Za X7 vérifie :
=1

1) OkO[1  p]: P( Za X

Le polyndme d’approximation BN< p parametresA z a X vérifie :

- N
@ 0oL m]: f Z ‘1(yk Zapﬁ J Oaza}z 'SEDIS &
Et donc en particulier poum= p: (2.1)Di 01 p] :Zp:ajzp: X =Zp: Y™
j=1 k=1 k=1
De (1) on dérive : (LADKO[1 p]OiD[L pl:y "= £* K )ﬁ):iaj X
=1

Puis : (1.2)0i D1 p]]:iypék‘l:i X P( %) ijzp‘,a,xﬂ = Zp:a,z X

k=1 j=1
Par identification des systemes (2.1) et (8 p = OjOJ1 p]:a; = g, clest-a-dire
m=pe AXY=HY.

Conclusion : le polyndme d’approximation de degrép—1 de p points est le polyndme
d’interpolation.



