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Avant-propos

C’est au calcul scientifique et ses besoins que I'on doit la naissance des ordi-
nateurs. Aujourd’hui, les ordinateurs et les méthodes numériques sont de
plus en plus employés dans le domaine de la physique, des mathématiques et
de facon générale dans les sciences de l'ingénieur.

’analyse numérique consiste a étudier le probleme scientifique d’'un point de
vue mathématique, puis numérique. Lalgorithmique numérique en est la
phase opérationnelle, consistant a écrire les algorithmes puis les programmes
capables de résoudre le probleme par les ordinateurs.

Le champ d'application de 1'analyse numérique
(donc de l'algorithmique numérique) est tres
vaste. Il s'agit trés souvent de calculs scientifi-
ques, présents dans de nombreux domaines de
I’industrie : simulation de phénoménes réels
(physiques, chimiques, biologiques, démogra-
phiques...) & des fins de prévisions (météorolo-
gie, démographie...), de conception (crash test,
aéronautique, pharmaceutique, nucléaire...) ou
méme de vérifications (mathématiques).

Le probléme revient donc le plus souvent a cal-
culer 1'état d'un systéme a un certain point de son
évolution (le plus souvent temporelle ou spatiale)
en fonction d'un état initial et de parametres de
transformation.

Dans ce cours, nous présenterons un certain
nombre de méthodes de résolution connues de
problémes d’analyse numérique et a leur traduc-
tion algorithmique. Nous verrons également les
contraintes de l'informaticien (ou du numéri-
cien), lies a la simplification du modele mathé-
matique, a la discrétisation des données et a leur

| - Introduction

représentation et calcul en machine.

Dans [I’introduction, nous

préciserons la notion de

modélisation et les parame-

- tres du choix d’une solution

arithmétique/algorithmique

pour un probléme donné.

Puis (partie II), nous rappel-

lerons briévement les notions d’algorithmique de

I’ordinateur : la représentation des nombres et les

notions d’erreur en calcul numérique. La partie

III traite des systemes linéaires et des calculs sur

matrices. Nous nous intéresserons ensuite (partie

IV) a la représentation des courbes (interpola-

tions, approximations) dont le champ d’applica-

tion est tres vaste (de ’analyse démographique a

la synthése 3D). En partie V, nous présenterons

les méthodes classiques de dérivation et d’inté-

gration de fonctions. La derniére partie propose

une courte bibliographie des ouvrages et docu-
ments a partir desquels ce cours est construit.

NB : merci de signaler toute erreur...

Le calcul scientifique et les applications de I’analyse numérique en général, recouvrent plusieurs disci-
plines correspondant aux différentes étapes de résolution du probléme.
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Modélisation

La premicre étape consiste a concevoir une représentation d’un objet et des phénoménes physiques
qui s’y déroulent. Par exemple, on veut représenter un avion, ’air et leurs interactions mutuelles, ou
bien un réacteur nucléaire, son combustible et les réactions qui s’y produisent... Il y a alors plusieurs
échelles de description possibles, au niveau de la représentation des détails. Ainsi en météorologie, on
utilise un maillage tri-dimensionnel de 1’atmosphére dans lequel chaque point est séparé de plusieurs
kilometres. Au sein d’une molécule, I’industrie parmaceutique travaille au niveau du micron... Pour un
méme probleme, plus la précision est grande, plus la quantité de données et de calculs est grande.

Par ailleurs, un méme phénomeéne peut étre décrit de fagon différente : pour évaluer une foule, on peut
compter les individus un par un ou bien évaluer sa surface et la multiplier par une densité moyenne.
Dans le premier cas la précision est maximale (on parle de modélisation exacte) mais le temps de cal-
cul trés long. Dans ’autre cas la précision est plus faible mais le temps de réponse du systéme de simu-
lation sera plus rapide (modélisation approchée). C’est le role du spécialiste dans le domaine concerné
(physicien, chimiste, démographe etc.) de définir le modéle de représentation et sa précision.

Méthode numérique

Apres I’établissement d’un modéle mathématique a partir d’observations ou de propriétés physiques, le
role du mathématicien (ou numeéricien) est de le transformer pour le rendre “compatible” avec les ordi-
nateurs. Il propose alors une méthode de résolution numérique du probléme, c’est-a-dire un moyen de
trouver la solution par une suite de calculs qu’un ordinateur pourra effectuer.

La résolution du probléme revient en général a déterminer la valeur d’une ou plusieurs inconnues dans
cette description du modele. Comme le modéle, une méthode numérique peut étre exacte, par exemple
issue d’une formule donnant la solution et d’une arithmétique exacte. Ainsi 1’équation x+y+z=180°
permet de connaitre la valeur exacte (en degrés) d’un des angles x d’un triangle lorsqu’on connait les
valeurs des deux autres (y et z). De méme, le calcul de la valeur d’un polyndme en un point donné re-
léve d’un calcul exact.

Elle peut étre également approchée, a I’issue d’un calcul numérique dans lequel interviennent des va-
leurs approchées (réels), des erreurs d’arrondis efc.. ou lorsqu’on cherche une valeur limite par un pro-
cessus itératif. Les mathématiques ne peuvent pas proposer des solutions (ou modeles) exactes pour
tous les problémes. On cherchera alors une représentation sous la forme de valeurs approchées. Par
exemple, certaines fonctions n’ont pas de primitives connues en mathématiques classiques, ou bien cer-
taines équations n’ont pas de solutions déterminées... On utilise alors une méthode numérique qui per-
met d’obtenir une valeur approchée de la solution.

Informatique

Le rdle de I’informaticien numéricien est de proposer un ensemble programme/architecture qui per-
mette de réaliser les calculs nécessaires a la résolution numérique du probléme en un temps le plus
court possible avec la précision la plus grande possible. Cela recouvre :

1. Le choix de la représentation des données : selon le probléme on utilisera des nombres sca-
laires, ou bien des vecteurs, des matrices... On peut aussi utiliser des structures de données
plus ¢élaborées, comme des graphes (mailles, arbres...),
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2. Le choix du couple algorithmique/arithmétique : 1l dépend naturellement de la nature du mo-
dele (systeme linéaire, équations différentielles, séries...), mais aussi de sa précision (degré
d’approximation introduite dans la description mathématique), de sa complexité (logarithmi-
que, linéaire, exponentielle), de ses conditions d’application (temps disponible pour le calcul,
puissance des ordinateurs, parallélisme efc.), ou encore de la précision du résultat exigée.

3. Les phases de test et de représentation des solutions : pour tester un algorithme, la méthode
la plus simple consiste a vérifier qu’il fournit de “bonnes solutions” pour des probleémes dont
on connait déja la solution, ou bien de le confronter a des expériences réelles (aérodynami-
ques, chimiques, biologiques, maquettes...). Il ne faut pas négliger la représentation des solu-
tions car elle donne lieu a I’interprétation des résultats. Elle peut étre sous forme numérique
(par exemple la proportion d’un métal dans un alliage), sous forme graphique (la courbure
d’une aile d’avion), vectorielle (une direction dans I’espace) efc.

Le choix de I’arithmétique est trés important car il intervient dans la stabilité d’un algorithme, c’est-a-
dire sa capacité a confiner les erreurs a des ordres de grandeur suffisamment faibles et a ne pas diverger.
Il intervient aussi dans sa précision. Par exemple, il n’est pas raisonnable de simuler I’écoulement de
Iair autour d’un fuselage d’avion en ne manipulant que des entiers codés sur 16 bits. A I’inverse, le
calcul d’un angle de triangle a partir de 1’équation x+y+z=180° ne nécessite probablement pas I’emploi
de réels codés sur 96 bits (trés grande précision). Nous verrons plus en détails les problemes d’algo-
rithmique des machines et la notion d’erreur en partie II. De fagon générale, on utilise des arithméti-
ques a précision finie, a précision finie extensible (multi-précision) ou bien encore a précision infinie
(algorithmes symboliques). Les premicres limitent la quantité de nombres représentables, par exemple
par un nombre restreint de bits (avec 8 bits on peut représenter 25=256 valeurs). Les secondes consis-
tent a adapter la précision en fonction des besoins lors du calcul. De cette fagon, on contribue a une plus
grande stabilité des algorithmes. Les derniéres n’imposent pas de limite théorique a la précision des
nombres manipulés. Cela se traduit par des algorithmes trés coliteux en terme d’occupation mémoire et
de ressources de calculs.

On distingue deux grands types d’algorithmes : les algorithmes discrets et les algorithmes itératifs.
Les premiers découlent le plus souvent d’une formule symbolique qui permet de calculer la valeur
exacte du résultat par un nombre fini et prévisible d’étapes (avec une algorithmique adaptée...). Le pi-
vot de Gauss en est un bon exemple. Les algorithmes itératifs correspondent, eux, au calcul de limites
de suites convergentes, par exemple pour calculer le zéro d’une fonction, ou bien pour obtenir le résul-
tat de systemes d’équations différentielles. On pourra citer les méthodes de Jacobi et Gauss-Seidel pour
la résolution de systémes linéaires.

Lorsqu’on veut résoudre numériquement un probléme, on doit donc se poser les questions suivantes :

« Le modéle mathématique choisi est-il exact ou approché ?
+ Quel couple algorithme / algorithmique est le plus approprié pour ce modele ?

« L’algorithme converge-t-il dans ces conditions ? Quelle est alors sa complexité, sa vitesse de con-
vergence ?

+ Quelle est la précision du calcul et quelle est la valeur de I’erreur dans le cas d’un résultat appro-
ché ?

Dans la suite de ce cours, nous nous intéresserons essentiellement aux étapes 2 et 3. Nous présenterons
les principaux modeles mathématiques utilisés en analyse numérique puis les méthodes de calcul et les
algorithmes qui en découlent. Quelques définitions et propriétés mathématiques nécessaires a la com-
préhension de ces modeles sont disponibles en annexe de ce document.
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Il - Algorithmique d’ordinateur, notions d’erreurs

L’exemple qui suit est un cas d’école représentatif des approximations par erreurs d’arrondis produites
par un ordinateur. Soit la formule suivante :

(10N+1)-10Y ou N est un entier positif ou nul.

Le résultat exact de ce calcul simple dans les réels est 1 et pourtant la plupart des ordinateurs (et autres
calculatrices) donneront la valeur 1 lorsque N < 16 mais 0 pour N > 16. Au dela d’une certaine valeur
de N, I’ordinateur n’est plus en mesure de “coder de fagon différente” les valeurs 10V et (10V + 1). La
différence des deux est donc nulle. Le probleme est comparable lorsqu’on manipule de tres petites va-
leurs : la précision est insuffisante.

1/ Représentation et codage des nombres entiers (rappel)

On rappelle que dans les ordinateurs, les nombres sont représentés sous forme binaire. Une donnée
¢lémentaire d’information (un bif) peut avoir deux états, notés 0 et 1. Ces états correspondent a 1’ab-
sence (0) ou a la présence (1) d’une charge électrique dans un composant. Un nombre, représenté sous
forme binaire, est donc codé par un groupe de bits : 8, 16, 32, 64, 128, voire méme 256 ou 512... Dans
le cas des entiers la représentation et les calculs sont effectués en base 2. Ainsi, le nombre binaire
10110010 (sur 8 bits) vaut :

0x20+1x21+0x22+0x23+1x24+1x25+0x20+1x27=(178)10

Les nombres négatifs sont le plus souvent codés en “complément a deux” (ou “complément vrai”), con-
sistant en pratique a inverser tous les bits du nombre et a lui ajouter 1 pour passer d’une valeur positive
a la méme valeur négative. Cette représentation a pour avantage de préserver les techniques de calcul
pour les opérations de base (addition etc.).

Ainsi la machine est capable d’effectuer des calculs tout a fait exacts. Mais elle dispose de ressources
limitées qui ne permettent pas de manipuler des trés grands nombres. Pour des programmes classiques,
des entiers codés sur 32 bits suffisent (de -2147483647 a +2147483647). Pour des applications numéri-
ques scientifiques, cette limite est atteinte tres vite. On utilise alors des entiers codés sur 64 bits (pris en
charge nativement par des processeurs 64 bits) ou plus grace a des bibliothéques de programmation
pour la manipulation de grands nombres. La cryptographie est une application typique des trés grands
entiers. On se reportera utilement au cours d’architecture pour plus d’informations sur le codage des

entiers en machine et sur les notions de débordement (overflow).

2/ Représentation et codage des nombres réels en virgule flottante
Cas du codage en virgule fixe

La représentation en virgule fixe est en réalité¢ une extension de la représentation des entiers pour la par-
tie décimale du nombre. La partie entiere (2 gauche de la virgule) est codé comme un entier. La partie
décimale (a droite de la virgule) est représentée par les coeftficients d’une somme pondérée des puissan-
ces négatives de 2, par analogie avec le systeme décimal : la partie décimale d’un nombre réel est re-
présentée par les coefficients d’une somme pondérée des puissances négatives de 10 :

(1,25)10= 1x100 + 2x10- + 5x102 = 1x2° + 0x2-! + 1x22=(1,01),
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Dans les faits cette représentation est un peu rigide car le nombre de bits réservés aux parties enticre et
décimale doit étre fixé a I’avance. On lui préfere souvent le codage en virgule flottante, également plus
répandu et normalisé.

Comprendre le codage en virgule flottante [1]

Au final, dans un ordinateur classique, toute information est codée sous forme de bits. Mais pour facili-
ter la compréhension de ce codage, nous partirons de la représentation décimale des nombres réels.

Soit @ un nombre réel non nul. On sait qu’il peut s’écrire sous la forme (notation scientifique) :

a = =+107 x 0,a1az2as... (a1 # 0)

ou encore :
[e.e]
a=2109) a;107" (a1 #0)
i=1
ou les a; sont des chiffres décimaux et g un entier relatif appelé exposant.
Par exemple, le nombre réel 12,089 peut s’écrire 0,12089x10% et 0,000000256 s’écrire 0,256x10.

Le nombre réel :
o
m =+ Z a; 107"
i=1

est appelé mantisse de a.

L’exposant entier q est lui aussi codé par un nombre limité de chiffres. Cela donne, en base 10 :
S
g=+> b10""!
i=1

Ainsi q ne peut varier qu’entre deux valeurs limites (cf. codage des entiers) : -N <q <M ou N et M
sont des entiers. Lorsque q > M on parle de dépassement et quand q < -N on parle de “sous passe-
ment” de capacité. Selon les normes et les ordinateurs, un dépassement ou un sous-passement peut
provoquer [’arrét du programme et [’émission d’'un message d’erreur. Ou bien la valeur NaN (Not a
Number) lors d’un dépassement ou bien 0 lors d’un sous passement peuvent étre utilisés pour conti-
nuer les calculs.

Dans I’expression de la mantisse, la somme comporte un nombre potentiellement infini de termes, ce
qui n’est pas réaliste dans le cadre d’une utilisation informatique ou le nombre de chiffres significatifs
est fini. On appelle donc représentation en virgule flottante a ¢ chiffres significatifs, et on note fl(a), le
nombre réel :

t
fl(a) = £107) " d;107" (dy # 0)
=1
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On utilise aussi le terme de nombre-machine.

Pour passer du nombre réel a a sa représentation en virgule flottante fl(a) il faut donc déterminer les
valeurs des d; en fonction des a;. La premiere méthode, la plus simple, consiste a tronquer a, c’est a dire
a ne conserver que les t premiers chiffres de la mantisse m : d; = a; pour i=1,2,...£. Mais I’erreur de
troncature peut étre importante si a;+1 est grand (proche de 9).

I1 est donc préférable d’utiliser un arrondi de la mantisse en choisissant le nombre entier d;d>...d; le plus
proche du nombre aaz...a,a:+1, ¢’est a dire E(aiaz...a, a1 +0,5)'. Pourtant un probléme apparait lors-
que a1 vaut 5, car I’arrondi est toujours a ’entier supérieur. On introduit ce qu’on appelle un biais, qui
peut étre compensé par un arrondi a I’entier supérieur une fois sur deux, et une troncature une fois sur
deux (par exemple en utilisant la parité de ar).

Limites de la représentation [7]

Le nombre fini de chiffres significatifs autorisés dans la représentation des réels en machine implique
que seul un sous-ensemble de I’ensemble des réels peut €tre représenté pour une précision donnée.

En réalité, un ordinateur ne travaille pas sur I’ensemble R mais bien sur un sous-ensemble de
I’ensemble Q des nombres rationnels.

Voyons comment se présente ce sous-ensemble dans le cas d’une mantisse signée a 3 chiffres et un ex-
posant a 2 chiffres (en base 10). On peut distinguer 7 zones :

1. les nombres négatifs inférieurs a -0,999x10%,

2. les nombres négatifs compris entre -0,999x10%° et -0,100x10%,

3. les “petits” nombres négatifs, de valeur absolue inférieure a -0,100x10-?,
4. 0 (zéro),

5. les “petits” nombres positifs, de valeur absolue inférieure a -0,100x10%,
6. les nombres positifs compris entre -0,100x10*° et 0,999x10°°,

7. les nombres positifs supérieurs a 0,999x10%°

Comme le montre la figure suivante, les réels des catégories 1, 3, 5 et 7 ne sont pas représentables.
Lorsqu’un calcul produit un résultat dans les intervalles 1 et 7, on parle de débordement supérieur (né-
gatif ou positif). Lorsque le résultat appartient a la catégorie 3 ou 5, on parle de débordement inférieur
(positif ou négatif), qui peut se traduire souvent par un arrondi a 0. Les nombres représentables se trou-
vent dans les régions 2 et 6.

I E(x) = partie entiere de x.
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2 6

Nombres négatifs Nombres positifs
100 €xprimables g, _100 ©Xprimables
_10T‘ _1q100 0 10|100 1 T100 _
1 | | 3 | 5 | | 7
Débordement Débordement Débordement Débordement
supérieur négatif inférieur négatif  supérieur négatif supérieur positif

L’amplitude des régions 2 et 6 (i.e. la différence entre le plus grand et le plus petit nombre représentable
de I’intervalle) dépend de I’exposant. Plus il est grand, plus I’amplitude est grande.

En revanche, leur densité (i.e. le nombre de réels représentables et différentiables dans ces régions) est
directement liée au nombre de chiffres significatifs de la mantisse. Cette densité correspond au degré de
précision de la représentation. Pour un méme exposant, plus le nombre de chiffres de la mantisse est
grand, plus la précision est grande... Si le nombre de chiffres pouvait étre infini, cette précision serait
infinie. C’est la cas des nombres réels qui forment ce qu’on appelle un continuum (entre deux nombres
réels x et y, quels qu’ils soient, il existe toujours un nombre réel).

Normalisation

Dans ce qui précéde, nous avons passé sous silence un aspect particulier de cette représentation : sans
indication particulicre, il existe plusieurs représentations possibles pour un méme nombre. Par exemple,
0,1200x10 et 0,0120x10* sont deux représentations possibles du méme nombre 0,0000012 avec une
mantisse a 4 chiffres. Mais la seconde représentation pose un probléme de précision lors de certains
calculs. Imaginons par exemple que 1’on veuille élever ce nombre au carré, ¢’est-a-dire le multiplier par
lui méme. Le calcul consiste a faire 0,1200 x 0,1200 x 10-3-5= 0,0144x10-1° pour la premiére représen-
tation. Cela ne pose pas de probléme car la mantisse dispose de 4 chiffres. Si on utilise la seconde re-
présentation, on obtient 0,0120 x 0,0120 x 10+* = 0,0001x108. Comme la mantisse ne contient que 4
chiffres, les deux derniers chiffres significatifs du résultat (4 et 4) ont été tronqués ou arrondis. La perte
d’information est importante.

Afin d’assurer une précision maximum des calculs, mais aussi une représentation unique des nombres,
on a tout intérét a décaler les chiffres de la mantisse a gauche de fagon a ce que le premier chiffre (a
gauche) ne soit pas nul. Une telle mantisse est dite normalisée.

Les nombres normalisés sont les plus utilisés en calcul numériques car ils assurent la meilleure stabilité
des calculs, comme on vient de le voir. Néanmoins, en cas de débordement infériecur, il est courant
d’utiliser les nombres dénormalisés. Ces derniers ont un exposant le plus petit possible (-99 sur deux
chiffres) et le premier chiffre de la mantisse est égal a 0. Ils permettent un dépassement graduel vers le
bas pour des opérations produisant des résultats inférieurs au plus petit nombre normalisé€, plutot que de
le remplacer simplement par un 0.

Et en base 2 ?

Cette représentation des nombres réels en base 10 peut étre transposée dans n’importe quelle base, en
particulier en base 2. C’est I’objet de la norme IEEE 754. Les nombres a virgule flottante sont représen-
tés sous la forme d’un signe S, d’une mantisse M, d’un exposant E et d’une base b. S, M et E sont des
nombres entiers codés en binaire, b vaut le plus souvent 2 (parfois 8 ou 16).
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On distingue trois niveaux de précisions :

Sighe | Exposant | Mantisse Total

Simple précision 1 bit 8 bits 23 bits 32 bits
Double précision 1 bit 11 bits 52 bits 64 bits
Grande précision 1 bit 15 bits 64 bits 80 bits

La valeur d’un nombre réel cod¢ est alors :
o (-1)5* (1+M) * 2(£-127) en simple précision,
o (-1)S* (1+M) * 2(£-1023) en double précision.

Ici, plutot que de coder le signe de 1’exposant, on retire systématiquement la valeur maximale que ce
dernier pourrait prendre s’il était codé en entier signé (par exemple 127 pour 8 bits). Ainsi on ne stocke
que des nombres positifs ou nuls. Par ailleurs, le premier bit de la mantisse, qui vaut toujours 1 dans le
cas des nombres normalisés, est tout bonnement implicite (comme sa valeur ne change pas, il est inutile
de le représenter en mémoire). Ceci explique 1’ajout de la valeur 1 a celle de la mantisse dans I’expres-
sion de la valeur réelle représentée.

Extension de la norme

La norme IEEE 754 prévoit également un codage a précision étendue (simple ou double). Pour manipu-
ler des nombres de précision plus importante, on peut utiliser des bibliothéques de programmation
adaptées, telles que MPFR (GNU MP).

Les calculs en virgule flottante sont trés utilisés car ils autorisent une certaine souplesse et la normalisa-
tion permet une plus grande interoperabilité ou portabilité des codes entre différentes plates-formes.
Néanmoins, ils sont fortement sujets a 1’apparition et a la propagation d’erreurs d’approximation (voir
I’exemple du début de chapitre), dont nous allons parler dans la suite.

3/ Les erreurs numériques [1]

En calcul numérique, il faut étre capable de mesurer I’erreur produite par 1’utilisation de la combinaison
algorithme / algorithmique choisie. Cela permet d’évaluer la précision et, in fine, la pertinence des ré-
sultats obtenus. Cette remarque n’a rien d’anodin, comme le prouvent les deux exemples, désormais
célebres, de I’explosion du premier tir de la fusée Ariane 5 et des cibles ratées par les missiles patriotes.
On pourra utilement se reporter au rapport de la commission d’enquéte pour le cas Ariane [4], et & [5]
pour le cas des missiles. Par ailleurs, une étude technique intéressante des erreurs ou inexactitudes des
calculs sur des réels peut étre consultée en [6] (en anglais).

On peut distinguer deux catégories d’erreurs : les erreurs directement dues a la méthode numérique et
les erreurs dues a 'utilisation de I’ordinateur. Les premiéres proviennent directement des méthodes ap-
prochées utilisées par I’analyse numérique. Il faut essayer de déterminer a quel point leurs résultats
peuvent s’écarter de la solution exacte, c’est a dire étudier 1’erreur d’approximation. Les erreurs dues a
’utilisation des ordinateurs sont liées a la représentation des nombres en machine, en particulier par le
nombre fini de chiffres significatifs pour coder les nombres. On ajoutera dans ce chapitre la nécessité
pour I’algorithmique d’étudier la complexité de son algorithme, c’est a dire le nombre d’opérations
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¢lémentaires nécessaires que nécessite I’obtention de la solution. Cela est important pour minimiser ce
nombre d’opérations, prévoir le temps de calcul sur machine sur des problémes de dimensions plus
grandes, mais aussi parfois anticiper les propagations d’erreurs au fil des opérations.

Pour résumer, on peut dire que I’erreur de méthode décroit avec I’augmentation du degré de précision.
Mais 1’augmentation de cette précision entraine une augmentation du nombre de calculs, responsable
d’une amplification des erreurs li¢es a ’utilisation des machines. Pour un probléme et une précision
donnée, I’erreur totale est la somme des deux. Les roles du numéricien et de 1’informaticien sont inti-
mement liés pour déterminer un équilibre entre précision et temps de calcul.

Intéressons-nous plus précisément a la notion d’erreur d’arithmétique, liée a 'utilisation des ordina-
teurs.

Erreurs d’affectation

L’erreur d’affectation correspond a I’erreur commise lors du codage d’un nombre réel dans I’ordinateur
(mémoire ou registre ou unité de calculs). En base 10, elle est mesurée par la différence, en valeur abso-
lue, entre le nombre réel a et sa représentation en machine fI(a) :

la — fl(a)| < 5alp10~* (2.1)

ou p = 1 lorsqu’on utilise I’arrondi et p = 2 lorsqu’on utilise la troncature.

Dans le cas de la troncature, les mantisses de a et fl(a) sont identiques, donc :

‘CL — fl(a)| = 107 x (0,(11@2...6Lt+1at+2... — 0,a1a2...at)
— q
107 % 0,00 At41A¢42...

t
-1
104 X O7at+1at+2...

¢ a
104 X 07at+1at+2...ﬁ

—t 0,0t 41a042.
10 0,1110,2.., |a|

101 al

IN

car 0,asr1ai+2... <1 et O,aiaz... > 0,1.

En binaire, donc pour les ordinateurs réels, on montre que 1’erreur d’affectation pour une mantisse de ¢
bits est majorée par :

ja — fl(a)] < 27"|al (2.2)

Opérations arithmétiques élémentaires

Les erreurs apparaissent lors des calculs de I’ordinateur. Ces calculs sur les flottants sont effectués dans
une mémoire spéciale appelée accumulateur, qui stocke les résultats le temps du calcul, avant transfert
en mémoire centrale. Aujourd’hui, la plupart des ordinateurs disposent d’accumulateurs en double pré-
cision, au minimum. Cela signifie que la mantisse de 1’accumulateur dispose de 2t chiffres (quand la
mantisse normale en dispose de 7). Voyons comment, pour I’opération arithmétique de base qu’est 1’ad-
dition, comment évaluer 1’erreur commise durant un calcul.
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Soient x1 et x2 deux nombres réels (opérandes) de mantisses respectives m; et m>. On suppose que |x1| >
|x2|. On peut écrire :
rT = 109 ma
/
o = 1092mg = 109m,

avee

! J—
mo = 107271 my

L’idée, ici, est de décaler les chiffres de la mantisse m> de telle fagon a retrouver une expression avec un
méme exposant g1 pour xi et x2. Il suffit alors d’appliquer 1’opération €lémentaire sur les mantisses m
et m’2. Deux cas se présentent :

* q1 - q2 > t, ce qui signifie que le premier chiffre significatif (en partant de la gauche) de la man-
tisse de x> est a plus de ¢ chiffres de distance du premier chiffre significatif de la mantisse de x1 (g1
est ’exposant commun car le plus grand). On peut dés maintenant conclure que les chiffres signi-
ficatifs de x> ne pourront pas apparaitre dans la mantisse de ¢ chiffres du résultat. Donc
fl(x1+x2)=x1. Par exemple, I’addition de 0,3218x10° et de 0,2411x10' donne (0,3218 +
0,000002411)x109, soit 0,3218x10°¢ pour une mantisse de 4 chiffres.

* g1 - g2 <t, alors on peut calculer m’= m1 + m’> dans I’accumulateur double précision (2¢ chiffres).
Il ne reste plus qu’a tronquer ou arrondir la mantisse m’ a ¢ chiffres ce qui donne fI(x1 + x2).

Lors d’un tel calcul, I’erreur n’intervient qu’au moment ou on tronque (ou on arrondi) la mantisse de 2¢
chiffres a ¢ chiffres. Donc I’erreur sur I’opération ne peut dépasser 1’erreur d’arrondi ou de troncature
effectuée sur un nombre en virgule flottante, sous réserve qu’il n’y ait pas de dépassement (inférieur ou
supérieur). En effectuant une analyse similaire pour les deux autres opérations on arrive a la méme con-
clusion, d’apres (2.1) :

|(z1 £ 22) — fl(xy £ x2)] < 5|(x1 + x2)|pl0~*
|(z122) — fl(z122)| < 5|(z122)|P107"°
|(21/22) — fl(z1/22)] < Bl(z1/22)[p10~"

avec p = 1 dans le cas de I’arrondi et p = 2 dans le cas de la troncature.

Une autre conséquence notable, lorsque g1 - g2 > ¢, est la non-associativité de I’addition : selon 1’ordre
avec lequel la somme de plusieurs termes est effectuée, le résultat n’est pas toujours le méme. Essayez,
par exemple avec la somme 1 + 0,0004 + 0,0003 avec une mantisse limitée a 4 chiffres, en utilisant
I’arrondi. Vous constaterez que le calcul d’une somme doit étre fait par paquets de termes de méme or-
dre de grandeur pour obtenir la meilleure précision.

De facon générale, certaines formulations de calculs seront meilleures que d’autres vis-a-vis de la stabi-
lit¢ numérique de I’algorithme. Ainsi I’opération 1/[x(x+1)] sera plus stable numériquement sous cette
forme que sous la forme 1/x - 1/(x+1). Il faut toujours s’efforcer d’éliminer ces instabilités par voie al-
gébrique, avant I’écriture de 1’algorithme.

4/ Propagation des erreurs [1]

Un algorithme de calcul numérique ne se résume pas a une seule opération, mais bien souvent a de lon-
gues séquences de calculs. Comme on I’a vu précédemment, une seule opération peut mener a des er-
reurs potentiellement importantes. On imagine aisément le résultat de ce phénomene propagé sur plu-
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sieurs centaines, plusieurs milliers, voire parfois plusieurs millions d’opérations successives du méme
type ! Nous montrerons le cas particulier du développement de 1’exponentielle e, mais voyons d’abord
comment majorer de fagon formelle I’erreur issue d’une simple séquence de produits.

Séquence de produits

D’aprés la formule (2.1), on sait encadrer 1’erreur commise lors du produit de deux flottants x; et x2. On
a:

|z129 — fl(2122)| < Blw122|p107"

ou p = 1 dans le cas de I’arrondi et p = 2 dans le cas de la troncature.
Cela peut aussi s’écrire :

T1T9 — 5p(.r1332)10_t < fl(xrxg) < w129 + 5p(x1.r2)10_t

ou encore plus directement :

fl(z129) = (z122)(1 + al0™?)

avec 0 <|a| <5p.

On souhaite calculer fI(x1x2...xn) en fonction du produit x1x2...xn par récurrence. Soit p1 = x1 et p; = fl(pi-
1xj) pour i = 2,...n. D’apres la formule précédente, on a donc pi = pi1xi{1+a;107), avec 0 < |ai| < 5p, puis

pn = fl(z129 ... 2,) = 2122 ... 2 (1 +a2107%) ... (1 + @, 107%)

Or, on peut dire qu’il existe un a " tel que :

(1+ a210—t) (14 GnlO_t) < (1+ all()_t)"_l

avec 0 <l|a’| <5p. D’ou :

fl(zi2y...xp) = 2120 ... 2y (1 + al07H)" 1

avec 0 <|a| <5 dans le cas de I’arrondi et 0 < |a| < 10 dans le cas de la troncature.

Pour résumer, on peut dire que I’erreur finale est égale au produit des erreurs commises a chaque pro-
duit élémentaire.

Question : évaluer le nombre minimum n de produits a partir duquel [’erreur commise lors du calcul
d’'une séquence risque de dépasser 1% de la valeur résultante. Peut-on dire que ce genre de calcul
est instable ?
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Cas de e

Cet exemple montre que le résultat obtenu peut étre parfois tres éloigné du résultat escompté. Il consiste
a évaluer la valeur de e* (exponentielle x) a I’aide de son développement en série, pour des valeurs né-
gatives de x :

2

T _ . r
e —1+1!+2!+...

On sait que ce développement converge pour tout x. Il fait intervenir une séquence de sommes, produits
et division. C’est un candidat intéressant pour 1’é¢tude de la propagation de 1’erreur.

Comme la sommation d’une infinité de termes n’est pas possible en pratique, on pourra s’arréter lors-
que le terme x*/k! devient plus petit que la précision minimum que 1’on se fixe, représentée par la valeur
€. L’algorithme de calcul est le suivant :

REEL S, T, A

FAIRE
T =T * (X / A)
S=8+T
A=A+1

TANT QUE ( |T| > € )

Voici les résultats obtenus par un programme qui implante cet algorithme en langage C, en double pré-
cision. Comme ¢3° > 10-!° on choisit € = -15:

X S ex erreur
-10 4.539993e-05 4.539993¢-05 52 =(
-15 3.059094e-07 3.059023e-07 67 =(
-20 5.621884e-09 2.061154e-09 82 = 60%
-25 -7.129780e-07 1.388794e-11 96 x100
-30 -3.066812¢-05 9.357623e-14 119 x10°

On voit que les résultats n’ont plus aucun sens pour x < -20. Cela s’explique par le fait que, pour x=-30,
les termes de la série vont en croissant jusqu’a x3%/30! = 8x10". Avec une mantisse de 52 bits

(232=4,5x1013), de telles valeurs ne peuvent avoir de précision supérieure a environ 2x10-4. Le résultat

trouvé pour S ne représente en fait que 1’accumulation des erreurs d’approximations sur les termes de
plus grandes valeurs du développement.

Question : que proposez-vous pour améliorer les résultats pour x < -15 ?

Algorithmique numérique - Nicolas Sicard - EFREI - 2006/2007 15/35
vl.l -27102/07



5/ Conditionnement et stabilité numérique

On a vu que le mode de représentation non exact des nombres en machine entraine deux types d’erreur:
des erreurs d’affectation et des erreurs de calcul. Les erreurs d’affectation interviennent dés I’introduc-
tion des valeurs dans la machine. Par des variations méme tres petites des valeurs initiales, elles peu-
vent entrainer des variations importantes du résultat. On parle de conditionnement d’un probléme.

On dit qu’un probléme est bien conditionné si une petite variation des données initiales en-
traine une petite variation sur les résultats. A I’inverse, un probléme est dit mal conditionné
lorsqu’une petite variation des valeurs initiales entraine une grande variation sur les résultats.

Ce probléme de conditionnement est 1i¢ a la méthode de résolution mathématique employée : pour une
méme arithmétique d’ordinateurs, différentes méthodes peuvent présenter des conditionnements diffé-
rents. Nous verrons un exemple de probléme de conditionnement dans le chapitre suivant.

La notion de stabilité numérique est davantage liée a I’arithmétique de 1’ordinateur. Elle mesure le
degré de propagation des erreurs lors d’une suite d’opérations. Cette stabilité dépend fortement de 1’al-
gorithme mis en ceuvre pour le calcul d’une formule mathématique. En particulier, I’erreur commise
peut varier beaucoup selon 1’ordre des opérations : la non-associativité¢ de 1’opération d’addition est un
bon exemple. A titre d’illustration, vous pouvez vous référer au probléme de la résolution d’une équa-
tion du second degré, développé en TD.
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Il - Systemes linéaires

Dans cette partie on s’intéresse a la résolution de systemes de n équations algébriques a n inconnues. 11
s’agit de la premicre partie, et de la partie la plus importante car elle est a la base de la résolution de tres
nombreux problémes numériques. Une trés grande majorité des problémes peut se résumer, en fin de
compte, a résoudre un systéme linéaire. Méme les systémes continus a base d’équations différentielles
peuvent €tre approximés par des systemes linéaires, la plupart du temps. Par ailleurs, les systémes
d’équations issus de problémes physiques (nucléaire, biologiques etc.) sont souvent importants en
terme de quantités de données et de calculs. Cela est 1i¢ a I’exigence de précision.

1/ Introduction

Les systemes lin€aires sont présents dans la plupart des problemes d’ingénieurie, de la mécanique a
I’écoulement des fluides en passant par les circuits électriques. Il se traduisent par un ensemble d’équa-
tions de type Ax = b ou b représente les données, connues, a 1’entrée du systeme (forces mécaniques,
courants ¢€lectriques etc.), A représente les caractéristiques du systéme (par exemple des lois physiques
connues...) et x représente la réponse (inconnue) du systeme. Pour un systeme donné, A est invariant
mais b change selon 1’expérience. Pour une matrice 4 donnée, il est donc utile de proposer des algo-
rithmes qui nécessitent le moins de calculs possibles quelque soit le vecteur d’entrée b.

En algébre, on apprend qu’un systéme linéaire peut étre résolu par la méthode de Cramer. Mais cette
méthode nécessite pres de n/n? opérations élémentaires, soit 4x10®8 pour n = 10 ! Ce n’est pas une solu-
tion acceptable pour des systemes de plusieurs dizaines ou centaines d’inconnues.

En pratique, il existe deux types de méthodes de résolution des systemes linéaires : les méthodes direc-
tes ou les méthodes itératives (dites aussi indirectes). Dans les méthodes directes, on tente de trans-
former le systeme de facon a obtenir des équations plus facile, plus rapide a résoudre. Dans le cas itéra-
tif, on part d’une solution supposée que 1’on affine petit a petit jusqu’a satisfaire un certain critére de
convergence.

Probléme mathématique

Pour résumer, le probléme mathématique consiste a résoudre 1’équation 4x = b ou A est une matrice
carrée connue, b un vecteur connu et x un vecteur inconnu. En notation matricielle détaillée, cela s’écrit
¢galement :

[ A A ... Agy x1 b1
Agr Agp ... Aoy, ) bo
| Anl AnQ <o Ann 1 L In | | bn |

Le systéme peut étre résolu par 1’équation x = 4-'b ou 4-' désigne la matrice inverse de 4, et accepte
une solution unique, pourvu que le déterminant de A est différent de 0 (|4| # 0, 4 non singuliére). Cela
veut simplement dire qu’aucune ligne de 4 n’est combinaison linéaire d’un ou plusieurs autres lignes.
Dans le cas contraire le systeme a une infinité de solutions ou bien n’en a aucune (selon le vecteur
constant).
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De limportance du conditionnement

Il faut étre vigilant lorsque le déterminant de A est non nul mais tres petit : les calculs sur les réels in-
troduisent des erreurs d’arrondis comparables a de 1égeres variations des valeurs des coefficients d’ori-
gine de la matrice. Ceci peut conduire a des erreurs beaucoup plus grandes du type de celles qu’on ob-
tient en appliquant les calculs sur une matrice singuliere. On dit alors que le systéme est instable. Reste
a définir le sens exact de “tres petit” : trés petit par rapport a quoi ?

En théorie, on compare le déterminant a la norme? de la matrice 4, notée ||4||. On dira que le systéme
est “tres petit” si |[4A| << ||A4||. Pour le vérifier, on utilise ce qu’on appelle le nombre de conditionnement
de la matrice 4, noté cond(4), et tel que cond(4) = ||A||.||47||. Si ce nombre est proche de 7, la matrice
est bien conditionnée, le systeme est donc stable. Plus il s’accroit, plus le systéme est instable. Il tend
vers I’infini pour une matrice singuliére.

En pratique, le nombre de conditionnement est trés long a calculer pour de grandes matrices, on préfere
donc comparer le déterminant a I’ordre de grandeur moyen des coefficients.

Prenons par exemple le systeme suivant :

20 +y = 3
2¢ +1,00ly = O

dont la solution est x = 1501,5 et y = -3000. On remarque que |4|=2x1,001 - 2x1 = 0,002. qui est de
trois ordres de grandeur inférieure aux coefficients de la matrice. Le systéme est donc mal conditionné.
On peut le vérifier en remplagant la deuxiéme équation par 1’équation 2x + 1,002y = 0. La solution du
systeme est alors donnée par x = 751,5 et y = -1500. Une variation de 0,1% d’un des coefficients pro-
duit une variation de 100% sur le résultat !

2/ Méthodes de résolution directe

Ces méthodes permettent de résoudre un systeme linéaire en un nombre fini d’étapes. De fagon géné-
rale, le principe consiste a rendre la matrice A triangulaire supérieure. On distingue généralement trois
types de méthodes directes :

« Le pivot de Gauss (Gauss elimination) consiste a transformer 1’équation initiale Ax = b en une
équation de type Ux = c ou U est une matrice triangulaire supérieure et ¢ un vecteur constant
(phase d’élimination). La derniére équation devient alors triviale (une seule inconnue), les autres
équations sont résolues les unes apres les autres de bas en haut durant la phase de remontée. On
détaillera cette méthode dans la suite.

« La décomposition LR (ou LU) qui transforme 1’équation initiale en une équation de type LUx = b
ou L est une matrice triangulaire inférieure et U une matrice triangulaire supérieure. On se ramene
aux résolutions successives de deux équations Ly = b puis Ux = y. En utilisant la décomposition
de Doolittle, le probléme est similaire au pivot de Gauss. La décomposition de Choleski (qui sup-
pose une matrice 4 symétrique et définie positive) ne s’applique que dans des situations particu-
lieres.

2 11 existe plusieurs normes possibles. La plus connue est sans doute la norme infinie :
n
||A]] = maz1<i<n Zj:l |Aij|
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- L’élimination de Gauss-Jordan consiste a obtenir une équation de type Ix = ¢ a partir de I’équa-
tion initiale, ou I est la matrice identité. Le résultat est alors directement obtenu dans c.

L’avantage des solutions directes, telles que le pivot de Gauss, est que le nombre d’opérations est fini et
on peut facilement le borner. C’est important dans le cadre d’une exécution sur ordinateur car cela per-
met d’évaluer le temps de calcul de I’algorithme en fonction de la taille du systéme a priori. L’autre
avantage est que I’augmentation de la précision de 1’algorithmique de I’ordinateur permet en général
d’obtenir des résultats plus précis. Une précision infinie menerait a un résultat exact.

2.1/ Pivot de Gauss [2]
Phase d’élimination

Cette phase est en fait trés simple sur le principe : elle consiste a combiner les équations deux par deux
afin de faire disparaitre progressivement les inconnues. Cette transformation du systéme n’affecte pas la
solution puisqu’il s’agit de combinaisons linéaires. Ainsi, on effectue 1’opération :

Eq.(i) < Eq.(i) — A x Eq.(j)

L’¢équation soustraite (Eq.(j)) est appelée pivot. Bien sir, la valeur de A est calculée de fagon a annuler
le coefficient d’une inconnue. Ainsi le systéme suivant,

4oy — 229 +23 = 11 (a)
—2.@1 + 41’2 - 21‘3 = —16 (b)
Ty — 2w +4xs = 17 (¢

sur lequel on applique les deux opérations de combinaison successives

Eq.(b) «— Eq.(b)—(~2/4) x Eq.(a) (1)
Eq.(c) < Eq(c)—(1/4) x Eq.(a)  (2)

donne le systéme (on a éliminé x dans les équations (b) et (¢)) :

dry — 229+ 23 = 11 (a)
30— 1,505 = —10,5 (b)
1,5xo 43,753 = 14,25 (c)

L’opération
Eq.(c) «— Eq.(c) — (—0,5) x Eq.(b)

permet finalement d’obtenir le systeme :

41‘1 — 25(32 + r3 = 11 (CL)
33— 1,523 = —10,5 (b)
3xz3 = 9 (c)

Phase de résolution (remontée)

Les inconnues peuvent alors étre calculées par substitutions successives lors d’une phase de remontée :
I’équation (c¢) donne x3 = 9/3 = 3 puis (b) donne x2 =-6/3 =-2 et x; = (11-4-3)/4 = 1.
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Ecriture matricielle et algorithme

Revenons a la forme matricielle du probleme pour exprimer les calculs. Considérons la matrice étendue
constituée des coefficients des équations et des valeurs du vecteur b.

i All A12 Ce Alk e Alj Ce Aln bl ]

0 A22 Ce Agk ce A2j Ce Agn b2

: : : : : : Rang transformé
| 0 0 ... Au ... Ay ... Apn | by

La phase d’¢limination revient a faire apparaitre des zéros dans la partie triangulaire inférieure de la
matrice par combinaisons linéaires successives du pivot (au rang k, allant de 1 a n-1) avec toutes les
€quations situées “en-dessous” (aux rangs i, allant de &+1 a n). Le pivot au rang k permet d’annuler tous

les kiemes coefficients des équations k+1 a n en utilisant A = Ai / Aw. L’algorithme correspondant peut
donc s’écrire :

POUR k de 1 a n-1 FAIRE /* rang du pivot */
POUR i de k+1 & n FAIRE /* rang a transformer */
lambda = A[i,k] / A[k,k] /* calcul de lambda */
POUR j de k a n FAIRE /* pour tous les coefficients du rang */
A[i,j] = A[i,j] - lambda * A[k,7J] /* combinaison linéaire */
b[i] = b[i] - lambda * b[k] /* pour le vecteur aussi */
FINPOUR
FINPOUR
FINPOUR

Question : quelles optimisations peut-on apporter a cet algorithme, par exemple pour éliminer des
calculs inutiles ? Modifier I’algorithme en conséquence.

A la fin de la phase d’¢limination la matrice se présente ainsi (attention, les valeurs des 4 et b; ont
changg) :

[ A A Ais ... A | b
0 A22 A23 .. Agn bQ
[A|b] — 0 0 A33 e Agn b3

On obtient facilement x, par le quotient b,/4., obtenu a partir du rang »n. Puis, d’apres le rang n-1 on a :
An—ln—lxn—l + An—lnxn = bn—l
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d’ou

bn—l‘_14n—1nxn

Tp—1 =
" Aﬂ—ln—l

que I’on généralise facilement au rang & par :

n
bk, — Zj:k—l—l A,
App

T —

En supposant que 1’on remplace les valeurs du vecteur b par celles du vecteur solution x, 1’algorithme
de la phase de remontée (substitution) peut donc s’écrire :

POUR k de n a 1 par pas de -1 FAIRE /* au rang k */
POUR j de k+l1 & n FAIRE /* substitution des x; connus... */
b[k] = b[k] - A[k,j1*b[]] /* ...que l’on soustrait a bx */
FINPOUR
b[k] = b[k] / A[k, k] /* quotient par BAxx */
FINPOUR /* b contient le résultat x */

Eléments de complexité

L’algorithme de la phase d’élimination présente trois boucles imbriquées dépendant de n, la taille de la
matrice. La premiére boucle est répétée Ni=n-1 fois. A chaque itération £, la deuxiéme boucle est elle-
méme itérée n-k fois. Cela représente déja No=(n-1)+(n-2)+...+2+1 itérations. A chacune de ces itéra-
tions, la troisiéme boucle est itérée n fois pour les (n-1) premiéres, (n-1) fois pour les (n-2) suivantes
etc. jusqu’a 2 fois pour la derniere. Cela représente donc :

n—1 n—1 n—1
~1)(2n—1 —D(n-2 3 p2
%= er) = 3y k= MR et s
k=1 k=1 k=1

itérations.

La phase de résolution (remontée) présente deux boucles imbriquées dépendant de n. La premiére est
répétée n fois, la seconde n-k fois. On a donc :

n

N4=Z(n—k:):Zn—Zk:n2—n(n_l) :n(n+1) "
k=1

2 2 2
k=1 k=1

D’ou la complexité globale N,¢ de 1’algorithme du pivot de Gauss :

3

n
DQW ﬁf?;'+‘n2

Il s’agit d’un polynéme d’ordre 3, donc la complexité du pivot de Gauss est de type O(n3).
De limportance du choix du pivot (méthode avec pivot partiel)

Considérons le systeme linéaire suivant, sous forme de matrice augmentée :
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[Apl=| -1 2 —1]0

La solution de ce systéme est x1 = x2 = x3 = 1, mais ’application de 1’algorithme de Gauss ne peut pas
fonctionner car 411 = 0 ce qui entraine une division par 0.

De méme, si le systéme se présente sous la forme

e —1 110
[Alp)=| -1 2 =110
2 -1 0|1

alors I’application de la premicre phase de I’élimination de Gauss va donner :

€ -1 1 0
[A']=]10 2—-1/e —1+1/e|0
0 —1+2/ =2/ |1

Lorsque € tend vers 0 (ie. est tres petit), 1/€ tend vers I’infini (Ze. une valeur trés grande) et 2-1/€ tend

vers -1/€ (cf. II-3/). Ce systeme est donc équivalent au systéme suivant s’il est calculé par un ordinateur

e -1 1 0
AV ]=10 —1/e 1/e |0
0 2/e =2/e|1

Or, ce systéme n’est pas solvable car la deuxiéme et la troisiéme équations sont clairement contradictoi-
res. On a donc tout intérét a faire en sorte que les pivots (les Au dans la figure ci-dessous) soient les
plus grands possibles.

i A11 A12 e Alkz . Alj e Aln b1 T
0 A22 e Agk N Agj e Agn b2
0 0 ... A ... Ay .. Apn | by | «——t1— Pivol
: : : : : : Rang transformeé
| 0 0 ... A ... Ay ... Apn | by

On sait que permuter deux équations d’un méme systéme linéaire (i.e. permuter deux lignes dans la ma-
trice correspondante) ne change pas sa solution. Lors de la phase d’¢limination du pivot de Gauss, on
va donc chercher dans les lignes situées aprés chaque pivot celle qui présente le plus grand coefficient
dans la méme colonne (on cherche le max. des Ajx pour j de k a n), puis permuter les deux lignes.
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Exercice : modifier ’algorithme d’élimination de Gauss afin d’introduire la permutation des pivots.

3/ Méthodes indirectes (itératives) [2]

Les méthodes itératives (ou indirectes) partent d’une valeur initiale du vecteur x et tentent de converger
petit a petit vers la solution exacte itération apres itération, tant que le résultat n’est pas stable. Elles ont
certains avantages par rapport aux solutions directes. Les principaux sont des besoins en mémoire sou-
vent moindres, une convergence rapide (donc moins de temps de calcul) et parfois méme des propriétés
d’auto-correction d’erreurs d’arrondis d’une itération a 1’autre.

Principe

Les méthodes itératives consistent a exprimer le calcul du vecteur x sous forme d’une relation itérative
de type x® = flxkD) ou x® désigne la valeur de x a I’étape k et f désigne une fonction de x. Le pro-
bléme revient donc a calculer un point fixe obtenu comme limite d’une suite convergence. Or, le sys-
teme Ax=>b peut s’écrire sous la forme (M-N)x=b ou encore Mx = Nx+b. On produit alors une suite de
la fagon suivante :

2 = M- INzO 4+ pm-1p
232 = M INzMD + M-1p
20D = pIN G 4 a1

ou x(® désigne la valeur de x a I’itération k. La valeur x(?) est donnée.

En général, la matrice 4 est décomposée sous la forme 4 = D - L - U ou D est une matrice diagonale, U
une matrice triangulaire supérieure et L une matrice triangulaire inférieure. De la répartition de D, L et
U entre M et N découlent trois méthodes itératives classiques :

1. La méthode de Jacobi ou A=M-N avec M=D et N=L+U,
2. La méthode de Gauss-Seidel ou A=M-N avec M=D-L et N=U,
3. La méthode de Gauss-Seidel avec relaxation ou A=M-N avec M=D/w-L et N=(1-w)D/w+U.

Dans une autre registre il existe également la méthode du gradient conjugué que nous n’aborderons pas
dans ce cours. Elle est exposée dans [2].

3.1/ Méthode de Jacobi

Le plus simple, pour comprendre Gauss-Seidel, est de partir de 1’expression scalaire des équations
Ax=b:

n
ZAijxj :bi, 1= 1,2,...,%
j=1

On peut extraire le terme contenant x; :
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n
Ajiwi + Z Ajjr; =b;, i1=1,2,...,n

j=1,j7#i

Et on déduit I’expression de x; en fonction des x; ) :

1 n

.’L‘Z:A— bi— Z Aijilj'j ,i:1,2,...,n
ii =
J=1,j#i
On peut remarquer qu’on arriverait a la méme formule en partant de I’expression matricielle :
r=DYL+U)x+D'b

avec la décomposition M=D et N=L+U ou A=M-N.

Exercice : montrez le (ce n’est pas tres difficile) !

On notera bien qu’il est nécessaire que les pivots (4;) ne soient pas nuls (sinon on a une division par
z¢éro). Dans le cas contraire, on pourra permuter des lignes entre elles a I’instar du pivot de Gauss.

Convergence
Partons de la relation :

gkt = MINz®) 4+ M1

L algorithme converge si la différence entre x**1 et x diminue quand k augmente, c’est a dire si :
limp—oo|le®]| =0
avec
o1 — g (k+1) _ (8 = pp=1 () — gDy Z A1 Ne®)

Si I’on note B=M"!N, alors

o+ — (k) — gh(0)
Ceci implique que I’algorithme converge pour tout vecteur initial x(© si

limp—oo|[e®|| = 0 < limy_oo||B¥|| = 0

Théoréme : Une condition nécessaire et suffisante pour que limk->||B¥||=0 est que le rayon spectral
(plus grande valeur propre en valeur absolue) de B soit strictement inférieur a 1.

Propriété (rappel) : une matrice est dite a diagonale dominante si :
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Vi, |Ail > )| Ayl
J#i

(en chaque ligne de la matrice, le coefficient situ¢ sur la diagonale est strictement supérieur en valeur
absolue a la somme de tous les autres coefficients, en valeurs absolues, de la ligne).

Théoréme : Les méthodes de Jacobi et Gauss-Seidel s appliquent sur Ax=B et convergent si A est a
diagonale dominante.

Note : lorsque la propriété n’est pas vérifiée sur la matrice d’origine, on peut essayer de permuter les
lignes ou les colonnes de la méme fagon qu’avec le pivot de Gauss.

Algorithme

On commence par choisir le vecteur xp de départ, soit a partir d’une solution “intuitée”, soit aléatoire-
ment. L’expression précédente permet de calculer, a chaque itération k+1, les valeurs des x;*™D en fonc-
tion des valeurs calculées des x; ;2 a ’itération précédente k. La procédure est itérée jusqu’a ce que la
différence entre les deux vecteurs obtenus a deux itérations successives soit suffisamment petite.

ki) 1 - AN

j=1,j#i
3.2/ Méthode de Gauss-Seidel

La méthode de Gauss-Seidel est tres proche de la méthode de Jacobi mais elle converge plus rapide-
ment car elle utilise les derniéres valeurs des x; calculées (y compris durant la méme itération) et non
pas seulement les valeurs calculées a I’itération précédente. La relation itérative s’écrit donc :

1—1 n
k41 1 k+1 k :
T vl > Az — > Ay i=1,2,. 0 (3.4)
22 j=1 Jj=i+1

Exercice : montrer que [’'on retrouve cette relation en partant de [’expression matricielle du pro-
bleme avec la déecomposition A=M-N avec M=D-L et N=U.

Algorithme

L’algorithme suivant calcule un vecteur x, solution du systéme linéaire donné par la matrice A et le vec-
teur b. On donne également eps, la précision souhaitée. Il est composé de deux fonctions : TterX qui
applique une itération a I’ensemble du vecteur x, et GaussSeidel qui applique itérativement IterX
et s’arréte quand la différence entre les deux vecteurs est suffisamment petite (on utilise la norme du
vecteur d’erreur entre deux itérations, cad la racine carrée de son produit vectoriel).
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PROCEDURE IterX(A : matrice, b : vecteur ; x : vecteur) /* x en entrée/sortie */

DEBUT
POUR i de 1 & n FAIRE /* pour tous les x[i] */
somme = 0.0 /* somme de A[i,j1*x[j] */
POUR j de 1 a n FAIRE
SI j # i ALORS /* pour tous j différents de i*/
somme = somme + A[i,Jjl*x[]]
FINSI
FINPOUR
x[1i] = (b[i] - somme) / A[i,1i] /* calcul final */
FINPOUR
FIN

PROCEDURE GaussSeidel(A : matrice, b : vecteur, epsilon : reel ; X : vecteur)
DEBUT

oldX : vecteur

dX : reel

FATIRE
oldX = X /* sauvegarde du vecteur x */
IterX(A,b ; x) /* maj du vecteur x */
dX = sqrt(dot(x - oldX, x - o0ldX)) /* dot = produit vectoriel */

TANT QUE (dX < epsilon)
FIN

Complexité

Chaque itération de I’algorithme nécessite n(2n-1) opérations, ¢’est-a-dire n divisions, n(n-1) soustrac-
tions et multiplications. Ces méthodes sont particuliérement intéressantes, par rapport aux méthodes
directes, lorsqu’on se contente d’une dizaine d’itérations sur de trés grandes matrices (rz > 100).

Exercice : connaissant la complexité de [’algorithme du pivot de Gauss et celle de Jacobi ou Gauss-
Seidel, montrer (trés approximativement) que pour un petit nombre d’itérations ce genre de méthode
itérative nécessite moins de calculs.

3.3/ Un peu de relaxation...

La vitesse de convergence de la méthode de Gauss-Seidel peut étre augmentée dans la plupart des cas
par une technique dite de relaxation. Le principe consiste a calculer la nouvelle valeur des x; comme
une somme pondérée de leur ancienne valeur (a I’itération précédente) et de la valeur calculée par la
formule (3.3). Le calcul itératif se présente alors sous la forme :

1—1 n
. d . (D) () =
€T < A—” bl—ZAzjfl:j — Z A'ijj +(1_w)$17 2—172,...,72/ (35)
7j=1 j=i+1
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ou w est appelé facteur de relaxation. Si w=1, il n’y a aucune relaxation ; si w<l1 il s’agit d’une interpo-
lation entre I’ancienne valeur de x; et la valeur donnée par (3.4) appelée sous-relaxation ; si w>1 il
s’agit d’une extrapolation appelée sur-relaxation. (on utilise ce type de valeur lorsque le processus a
tendance a diverger). Dans tous les cas, si w>2 le processus diverge.

Il n’existe pas de méthode pratique pour déterminer la valeur optimale du facteur de relaxation w. Mais
on sait en calculer une bonne estimation pendant les calculs, en fonction de la norme du vecteur varia-
tion de X a Iitération k : dX® = | X*D - X0 11 a été montré que, pour k suffisamment grand (k>5) I’ex-
pression suivante

2
14 /1 — (dX®+p) /dXk)1/p

wopt ~

(3.5)

ou p est un entier positif, est une bonne approximation de w.

Le principe de 1’algorithme de GaussSeidel avec relaxation est donc le suivant :

1. Exécuter k itérations avec w=1 (par exemple k = 10). A la kim¢ itération, mémoriser dX™®,
2. Exécuter p autres itérations (p > 1) et mémoriser dX**P) 4 la derniére itération,

3. Continuer I’algorithme avec wop=wm, ou wqp: est calculé par I’expression (3.5).

Voici I’algorithme correspondant, avec p =1 et k=10 :

PROCEDURE IterXRelax(A : matrice, b : vecteur, omega : réel ; x : vecteur)
DEBUT
POUR i de 1 & n FAIRE /* pour tous les x[i] */
somme = 0.0 /* calcul de la somme de A[i,J]x[]J] */
POUR j de 1 a n FAIRE
SI j # i ALORS /* pour tous j différents de i*/
somme = somme + A[i,jl*x[7]
FINSI
FINPOUR
X[i] = (omega * (b[i] - somme)) / A[i,i] + (1 - omega) * x[i]
FINPOUR
FIN
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PROCEDURE GaussSeidelRelax(A : matrice, b vecteur, eps : réel ; x : vecteur)
DEBUT
0ldX : vecteur
k, p, nbIter : entier
omega, dX, dXk : réel
k =10 ; p =1 ; nbIter = 1; omega = 1.0
FAIRE
oldX = x /* sauvegarde du vecteur x */
IterXRelax(A,b,omega ; x) /* maj du vecteur x */
dX = sqrt(dot(x - 0ldX, x - oldX)) /* dot = produit vectoriel */
SI (nbIter == k) ALORS /* sauvegarde de dX & 1l’iteration k */
dxk = dx
FINSI
SI (nbIter = k+p) ALORS /* calcule omega & l’iteration k+p */
omega = 2 / (1 + sqgrt(l - (dX/dxk)"(1/p)))
FINSI

TANT QUE (dX < epsilon)

FIN
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Annexe - Quelques rappels mathématiques

Une matrice est un tableau de nombres de n lignes et m colonnes (n et m sont les dimensions):

1 / a1 ai12 . ayj . A1m, \

2 as Qg2 a2m
Anxm =

? a;1 Qi Aim

n \CLnl <o Qpj o ... anm)

 Si n =m la matrice est dite carrée.
« Si m = I la matrice est un vecteur (colonne).
 Si n =1 la matrice est un vecteur ligne.

Quelques matrices courantes :

« I est la matrice identité (ou unit¢),

« D est une matrice diagonale,

« U est triangulaire supérieure (Up),
« L est triangulaire inférieure (Low)

I: L:

OO =
o = O
—_— o O
QU S
Qo O
~ O O
d
|
o O 2
o QLo
I
o O Q2
o o O
o O O

S~ 0O O

Limite et convergence :

« Une suite numérique (u,) converge vers un réel L si pour tout réel e > 0, il existe un entier N tel
que sin > N, alors | un,- L | <e.

« Une fonction numérique f'admet la limite L au point xy si pour tout réel e > 0, il existe un réel A
tel que pour tout x vérifiant 0 < | x - xo | < h, on ait | f{x) - L | < e. On note alors limx>xo f(x) = L.

Continuité et dérivabilité :
« Une fonction f'est continue en un point xy si :

limx_)xaf(x) = limi_mgf(:c) =1L

« Une fonction f'est continue sur un intervalle si elle est continue en tous points de cet intervalle.

« Une fonction f'est dérivable en un point xy si il existe un réel noté f’(xy) tel que :

. f(:L’) — f(xo) /
i (o)
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« Une fonction fest dérivable sur un intervalle si elle est dérivable en tous points de cet intervalle.
« Une fonction dérivable en un point est continue en ce point.

Deériveées usuelles :

(f+9) = f'+d (f-9) = f'—4
(fxg) = f'xg+fxg (@") = mxazn?
(f/l9) = ('xg+fxg)/gd®  (fog) g x(f'og)

Series entieres :

« On appelle série entiére (réelle ou complexe) toute série numérique de la forme :
o
E a;x"
1=0

« Le domaine de convergence D de la série entiere est I’ensemble des x pour lesquels la série con-
verge.

Formule de Taylor : approximation d’une fonction plusieurs fois dérivable au voisinage d’un point par
une fonction polynome dont les coefficient dépendent des dérivées successives de la fonction en ce
point.

« Si n est un entier naturel et f'est une fonction définie et dérivable » fois sur un intervalle / conte-
nant a :

"(a (n)a
f(x) = f(a) + T (a:—a)+f2(! )(a:—a)2+...+f—<)(x—a)”+R(:1:)

n!

R(x) est un reste qui dépend de x et est treés petit quand x tend vers a.

Développements usuels :

Développement Domaine de convergence

1 = .
D Bt {lal <1}
1=0
> 7
ac:z% R

1=0

o)
il?

(=)= =3 {le| < 1}

(1+x)" ZC’” : {lz] < 1}
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IV - Interpolation et approximation

L’expérimentation est un aspect fondamental des sciences. Cela semble évident dans certains domaines
comme la physique, mais cela peut étre aussi important pour 1’étude de propriétés mathématiques (sou-
vent dans le domaines des nombres). Dans tous les cas sont impliqués des ensembles de données discre-
tes, souvent grands, issus d’observations expérimentales, ou de simulations (calculs numériques). Ces
ensembles se présentent sous la forme de couples (x;, y:;) ou x; peut étre une mesure du temps ou bien de
I’espace et y; la mesure d’une propriété (température, distance...).

X] X2 X3 Xn

Vi 2 V3 .. Vn

Lorsque le phénomeéne est continu (dynamique des fluides, ondes électromagnétiques etc...), une phase
d’échantillonnage du signal est nécessaire. Nous n’entrerons pas dans les détails de ce type de probléme
dans la suite, mais il ne faut pas perdre de 1’esprit que cette transformation est rarement sans consé-
quences sur les calculs ultérieurs.

L’objectif général est d’extraire de ces mesures une propriété mathématique (fonction de x) exploitable
plus directement sur le méme intervalle (par exemple pour dériver ou intégrer) ou bien pour extrapoler
le comportement du phénomeéne au dela de I’intervalle de mesure.

Interpolation (interpolation en anglais) et approximation (curve fitting en anglais) sont deux traitements
différents. Le premier consiste a construire une courbe continue passant exactement par tous les points
du plan xOy. Le second s’applique plutét a des ensemble de données contenant du “bruit” (scatter en
anglais), c¢’est-a-dire des données issues de mesures légérement perturbées par un ou plusieurs phéno-
meénes extérieurs. Dans ce cas le probléme n’est pas de faire passer la courbe par tous les points mesu-
rés mais plutot de déterminer une fonction de x dont la courbe approxime au mieux les données. La fi-
gure suivante illustre cette différence entre interpolation et approximation.

YA

Approximation g

g Interpolation

<Y

1/ Méthodes d’interpolation polynomiale

La forme la plus simple de fonction d’interpolation est le polynome : il suffit de trouver les coefficients
d’un polyndme passant par tous les points (x;, ;). Or il est toujours possible de construire un unique
polyndéme P,.;(x), de degré n-1, qui passe par n points distincts. Aprés une présentation de la méthode
de Lagrange, nous détaillerons celles de Newton et de Neville.
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Méthode de Lagrange

Pour obtenir le polyndome P,-1(x), on peut utiliser la formule de Langrange :

n
Pooi(z) =) yili(z) (4.1)
1=1
ou les
n

r—x1 T — T2 T—Tj—1 T — Tj41 r — Ip T — X
ez(x):x_x ‘x_z ..‘x._aj. ‘x_w ...:L'._:U - H x_aj (4'2’)

7 1 7 2 7 1—1 7 +1 7 n G=1,j#i 7 i

sont appelées fonctions cardinales.

Ainsi, pour n=2, la fonction d’interpolation est la droite qui passe par les deux points (x1,)1) et (x2,)2) et
qui a pour équation :

Pi(z) = y1l1(x) + yola(z)

avece

r—x
0 (z) = r; et ly(z) = p—

r — X

Les fonctions cardinales constituent elles-mémes des polyndomes de degré n-1 car I’expression générale
(4.2) contient n-1 facteurs (il n’y a pas le "¢ facteur dans le produit). On peut noter également qu’elle
disposent de la propriété suivante :

qu’on appelle le symbole de Kronecker. Cela signifie qu'une fonction cardinale de rang i est nulle pour
toute valeur x; avec j#i et qu’elle vaut 1 quand i=/.

Cela suffit pour montrer que ce polyndéme “passe” par tous les points (x;);) : on vérifie que pour tout
j<n:
n

n
Pooa(ay) =Y wili(a;) = Y 4idij = y101j+ya0o;+- - +Y;055+- - +Yndnj = y;
=1 =1

La méthode de Lagrange est assez simple sur le principe mais elle ne se préte pas particulierement bien
a I’¢élaboration d’un algorithme efficace (pour pré-calculer les coefficients ou pour évaluer directement
sa valeur en chaque point). On lui préfere souvent I’algorithme issu de la méthode de Newton.
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Méthode de Newton

Le polyndme d’interpolation de Newton s’écrit sous la forme :
Po_1(z) = a1+ (x—x1)ag+(z—z1)(x—22)az+. . .+(z—z1)(x—22) ... (—2p_1)ay 4.3)

L’¢évaluation de ce polynome en une valeur x quelconque est assez simple et efficace. En effet, on peut
factoriser 1’expression tel que :

P,_1(x)=a1+ (xr —21)[a2+ (x —z2)[a3 + ... [(z — zpn_1)an] .. ]

A partir de cette formule, on déduit une méthode d’évaluation récursive définie par :

P()(QC) = Ap—1

Pi(z) = ap—2+ (x—zp_1)P(x)

Pyz) = ap_s+ (x—zp_2)Pi(x)
Pn—1($). = a1+ (x—x1)P,2(x)

Cela s’écrit autrement sous la forme :

Py(x) = ay, Py(z) =an—k+ (x —xp_p)Pr-1(x), k=1,2,...,n—1 (4.4)
=> ALGORITHME ¢
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