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1.7 Notion de réseau résiduel . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 18

1.8 Exercices . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 19

2 Le problème de flot maximum 21
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4.3.3 Résolution du problème de remplacement de véhicule . . . 53
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Les problèmes de transport

7





Chapitre 1

Introduction

1.1 Objectifs du cours

Le but de ce cours est donc d’introduire les notions et outils de l’optimisation
sur des graphes afin de pouvoir formuler et résoudre des problèmes importants de
gestion sur réseau. Le cours est divisé en deux parties. Dans la première partie,
nous nous concentrerons sur les problèmes de transport. Dans la seconde partie,
nous verrons d’autres problèmes qui se formulent et se résolvent sur un graphe.

Dans le cours de recherche opérationnelle (au programme de maı̂trise), on
introduira la notion fondamentale de programmation linéaire ainsi que ses consé-
quences immédiates que sont l’analyse post-optimale et l’analyse paramétrique.
L’algorithme du Simplexe permet de résoudre d’important problèmes de gestion
de la production et des flux.

Nous nous attacherons ici à une classe plus particulière de problèmes de gestion
de la production et des flux que sont les problèmes utilisant pour leur représentation
un graphe. Nous allons commencer par introduire au moyen d’un exemple la notion
de graphe et ses corollaires que sont les notions de flot et de réseau.

Le cours s’efforcera toujours de s’appuyer sur des exemples concrets pour
introduire les concepts et ensuite les algorithmes de résolution en limitant au
strict nécessaire la formalisation mathématique en vue de privilégier la compré-
hension des méthodes.

Le cours n’a pas pour but de former des ”spécialistes en optimisation sur
réseaux”, mais bien d’aider à identifier et à formuler correctement un problème sur
réseau. Il a aussi comme objectif de donner les moyens de résoudre ces problèmes
en utilisant des logiciels existants, en comprenant les algorithmes utilisés par ces
logiciels, et en interprétant les résultats fournis par ces codes à leur juste valeur.

9



10 Chapitre 1. Introduction

1.2 Un exemple : le problème de distribution de gaz.

Considérons le problème d’une société locale de distribution de gaz dans une région
comme la région de Lille. Les données du problème utilisées ici sont purement
fictives. En effet, seule la société de distribution, en l’occurrence, Gaz de France,
dispose de ces informations stratégiques que sont, par exemple, la consommation
de ses gros clients industriels.

Supposons donc que la région de Lille soit alimentée en gaz naturel, d’une
part, par des importations de gaz arrivant par bateaux au terminal de Dunkerque,
et, d’autre part, par des importations de gaz norvégien et néerlandais qui arrivent
par gazoducs souterrains via la Belgique à Mons (voir figure 1.1).

Par contrat, les prélèvements que doit prendre Gaz de France sur chacun de
ses contrats peut varier d’un jour à l’autre dans une fourchette, par exemple de
90% à 110%, autour du montant nominal du contrat. Par exemple, si, par contrat,
Gaz de France s’est engagé à prélever 100 unités à Dunkerque chaque jour, son
enlèvement peut être de 90, un jour donné et de 110, le jour suivant, du moment
que, globalement sur l’année, la moyenne du prélèvement soit de 100 unités. Le
tableau 1.1 reprend les données concernant ces contrats.

Point Quantité Quantité Quantité
d’entrée nominale minimum maximum

Dunkerque 100 90 110
Mons 60 54 66

Tableau 1.1: Quantités contractuelles minimum et maximum.

En plus de ces contrats, Gaz de France dispose de stockages pour pouvoir faire
face à des pointes de demande (par exemple lorsque le gel devient très sévère et
que les chauffages domestiques sont utilisés au maximum). Ces stockages sont
le plus souvent effectués dans des anciennes galeries de mines. Le prélèvement
que Gaz de France peut faire est limité ici par la puissance des compresseurs qui
pompent le gaz hors des stocks. Le tableau 1.2 reprend la quantité maximum que
l’on peut prélever du stockage chaque jour.

Stockage Quantité Maximum
Tertre 40

Tableau 1.2: Déstockages maximum.

Du côté demande, la société de distribution doit satisfaire la demande do-
mestique d’une part (chauffage, cuisson, ...etc.), ainsi que la demande de grosses
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industries, particulièrement les industries chimiques qui sont de grosses consom-
matrices de gaz dans leur processus de fabrication. Les 4 grandes agglomérations
et/ou centres industriels importants de la région sont Lille, Lens, Denain et Valen-
ciennes. Leurs demandes journalières cumulées pour les secteurs domestique et
industriel sont reprises au tableau 1.3.

Ville Demande journalière
Lille 60

Valenciennes 50
Lens 40

Denain 20

Tableau 1.3: Quantités demandées.

Pour acheminer le gaz depuis les points d’entrée dans le réseau régional jus-
qu’aux clients finaux, Gaz de France dispose d’un réseau de gazoducs comparables
au réseau d’autoroutes liant les grands centres de la région entre eux. Le réseau
est représenté schématiquement à la figure 1.1.

Dunkerque

Lille Tertre

Mons

Lens

Denain

60

|70|

50 |50|

|20|

0

10
|40|

20

|70|
60

|20|

|20|

10

60

60

40
50

110

|20| 0
0

Valenciennes

0

Figure 1.1: Représentation des principaux gazoducs.

Chacun de ces gazoducs a une capacité maximum que l’on a représentée à
la figure 1.1 par la quantité notée |c| le long de l’arc correspondant au gazoduc.
Par exemple, la capacité journalière maximum pour le gazoduc liant Dunkerque
à Lens est de 50. On a également repris le plan actuel d’exploitation du réseau,
c’est-à-dire l’ensemble des prélèvements et des flux de gaz dans le réseau. Par
exemple, on prélève 110 à Dunkerque dont 50 sont envoyés vers Lens et 60 vers
Lille. Le gazoduc de Lille vers Lens n’est pas utilisé.
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Supposons maintenant qu’une nouvelle grosse industrie chimique s’installe à
Lens et que la demande totale de Lens passe de 40 à 50. Comment la société
va-t-elle modifier son plan d’exploitation du réseau pour répondre à cette nouvelle
demande tout en respectant ses contraintes de contrats et de capacité ?

Nous allons voir comment formuler mathématiquement ce problème. Pour
cela, nous allons introduire le concept mathématique de graphe qui permet de
représenter le réseau.

1.3 Notion de graphe

Définition 1.1 Un graphe est défini comme la paire G = (N, A) ou N représente
un ensemble de nœuds et A un ensemble de couples (i, j), appelés arcs, avec i ∈ N
et j ∈ N .

Dans l’exemple, chaque ville représente un nœud du réseau. Les arcs sont
les gazoducs liant deux nœuds. Par exemple, si on attribue des numéros comme
indiqué à la figure 1.2 aux villes, (c’est-à-dire aux nœuds), on peut décrire les arcs
directement comme au tableau 1.4.

La flèche à la figure 1.2 indique le sens conventionnel donné à l’arc (i, j).
Ainsi, l’arc (i, j) avec une flèche de i vers j est dit prendre son origine au nœud i
et avoir son extrémité en j. Ce sens, bien que conventionnel, est important pour
la suite. En effet, un flot de gaz de i vers j n’est pas la même chose qu’un flot de
j vers i.

Arc De A (i, j)

1 Dunkerque Lille (1, 2)

2 Dunkerque Lens (1, 3)

3 Lille Lens (2, 3)

4 Tertre Lille (4, 2)

5 Lille Valenciennes (2, 6)

6 Mons Valenciennes (5, 6)

7 Valenciennes Denain (6, 7)

8 Lens Denain (3, 7)

Tableau 1.4: Arcs du réseau.
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Dunkerque
Lille

Tertre

Mons
Valenciennes

Lens

Denain

arc 1

arc2 arc 3

arc 8

arc 6
arc 7

arc5

arc 4
4

2

1

3

7

6 5

Figure 1.2: Représentation du réseau via un graphe

1.4 Notion de flot

Nous allons maintenant introduire la notion de flot. Dans chaque arc, on va faire
circuler un flux, c’est-à-dire une quantité par unité de temps. Dans notre exemple,
il s’agissait de la quantité de gaz circulant par jour du nœud i au nœud j. On note
par fij cette quantité qui traverse l’arc (i, j) par unité de temps. Nous utiliserons
également deux autres notations : si indiquera l’offre de gaz au nœud i tandis que
di indiquera la demande de gaz au nœud i.

N’importe quel ensemble de quantités fij n’est pas acceptable. En effet, l’en-
semble de ces variables de flux doit satisfaire une équation de conservation du flux
en chaque nœud. Cette loi de conservation exprime simplement que la somme
des flux sortant d’un nœud i est égale à la somme des flux entrant. Par exemple,
au nœud d’offre 1, cette équation s’écrit :

s1 = f12 + f13

tandis qu’au nœud de demande 2, cette équation s’écrit :

f12 + f24 = f23 + f26 + d2

En général, en un nœud d’offre (voir figure 1.3), c’est-à-dire en un nœud
d’injection dans le réseau, cette équation s’écrit :

∑
k|(k,i)∈A

fki + si =
∑

j|(i,j)∈A

fij (1.1)
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i fijfki

si

Figure 1.3: Nœud d’offre i

En un nœud de demande (voir figure 1.4), c’est-à-dire avec une sortie de gaz,
l’équation s’écrit en général comme :

∑
k|(k,i)∈A

fki =
∑

j|(i,j)∈A

fij + di (1.2)

di

i fijfki

Figure 1.4: Nœud de demande i

Enfin, pour simple nœud d’interconnexion (voir figure 1.5), elle s’exprime par :
∑

k|(k,i)∈A

fki =
∑

j|(i,j)∈A

fij (1.3)

Elle est aussi appelée équation au nœud pour une raison évidente.

i fijfki

Figure 1.5: Nœud d’interconnexion i

Remarquons qu’une façon de ne pas distinguer entre les 3 types de nœuds
(d’offre, de demande et d’interconnexion,) est de relier tous les nœuds d’offre à un
nœud fictif 0 qui sera l’entrée dans le réseau et de relier tous les nœuds de demande
à un nœud de sortie n + 1. Ceci est fait à la figure 1.6. Comme la somme des
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10
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60
10
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0

0

0

4
2

1
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6 5

  8

Figure 1.6: Représentation du réseau avec arc de retour.

entrées doit être égale à la somme des sorties, on peut relier le nœud de sortie n+1
au nœud d’entrée 0 par un arc de retour (n + 1, 0).

Définition 1.2 L’ensemble des flux traversant les arcs d’un graphe est appelé flot
pour autant qu’il respecte en chaque nœud l’équation de conservation (1.3). Le
flux traversant l’arc de retour est appelé le flot total traversant le réseau.

On note cij , la capacité de l’arc (i, j), c’est-à-dire le flux maximum qui peut
traverser l’arc et semblablement, on note bij la borne inférieure (éventuelle) sur ce
flot de sorte que l’on a :

bij ≤ fij ≤ cij (1.4)

Définition 1.3 Un graphe muni d’une entrée, d’une sortie et d’un arc de retour et
de capacités est appelé un réseau de transport.

Remarquez que les capacités indiquées en (1.4) peuvent provenir de diverses
causes. Par exemple, dans le cas du gaz, les capacités sur les gazoducs proviennent
directement du diamètre du gazoduc. Tandis que, pour les arcs d’entrée, les capa-
cités correspondent aux bornes sur les contrats. Pour les arcs sortants, les bornes
inférieures sur les flux correspondent aux demandes qui doivent être satisfaites.
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1.5 Notion d’arc bidirectionnel

Les arcs peuvent être orientés. Auquel cas, on a que le flux ne peut aller que de i
vers j dans l’arc (i, j). Mais on peut aussi avoir des arcs bidirectionnels (c’est le
cas du gaz). Dans ce cas il faut étendre la définition de fij au cas de fij < 0. En
effet un fij < 0 signifie que le flot −fij va du nœud j au nœud i. Dans le cas d’un
arc bidirectionnel avec capacité, il convient d’écrire la capacité à la fois comme
borne supérieure et comme borne inférieure de la manière suivante :

−cij ≤ fij ≤ cij

Nous verrons une application de ceci dans un exercice où il faut déterminer le sens
de circulation d’un arc non fixé à priori.

1.6 Notion de coût réduit

Dans plusieurs algorithmes de résolution de problèmes sur réseau, on utilise la
notion de coût réduit d’un arc. Nous allons l’introduire maintenant.

Définition 1.4 Supposons qu’à chaque nœud i ∈ N , on associe un nombre π(i),
que nous appellerons le potentiel du nœud. On définit le coût réduit de l’arc (i, j)
comme

cπ
ij = cij − π(i) + π(j) (1.5)

Prenons un exemple d’utilisation de la notion de coût réduit. Il s’agit du
problème du calcul de la plus courte distance entre deux points dans un graphe
(voir chapitre 4). Nous verrons que l’algorithme calcule la fonction di qui donne
la distance du plus court chemin entre le point d’entrée sur le réseau et le point i.
Considérons un arc quelconque du réseau comme illustré à la figure 1.7. Ainsi di

di

i
cij

j

dj

Figure 1.7: Notion de coût réduit d’un arc (i, j)

note la distance du plus court chemin depuis l’entrée sur le réseau jusqu’au point
i et dj note la distance du plus court chemin jusqu’au point j. Nous verrons qu’à
l’optimum :

dj ≤ di + cij
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Justifions ceci. En effet, soit le plus court chemin menant de l’entrée du réseau au
nœud j passe par l’arc (i, j) et on a donc que

dj = di + cij

Soit le plus court chemin passe par un autre arc et passer par i est plus long et :

dj < di + cij

Dans les deux cas, on a bien que :

dj ≤ di + cij

Ce qui peut se récrire :

cij + di − dj ≥ 0∀(i, j) ∈ A

En posant πi = −di, il est équivalent de dire que

cπ
ij = cij − πi + πj ≥ 0∀(i, j) ∈ A

Autrement dit que les coûts réduits sont tous positifs ou nuls.

Illustrons ceci sur l’exemple de la figure 1.8. En posant πi = −di, on peut en

41

d1 = 0

d2 = 2

d3 = 2

d4 = 3

c12 = 2

c13 = 2

c23 = 1

c24 = 3

c34 = 1

2

3

Figure 1.8: Application de la notion de coût réduit.

déduire
π1 = 0 π2 = −2 π3 = −2 π4 = −3

On en déduit le calcul des coûts réduits (cπ
ij = cij − πi + πj) :

cπ
12 = 2 + 0 − 2 = 0

cπ
13 = 2 + 0 − 2 = 0

cπ
23 = 1 + 2 − 2 = 1

cπ
24 = 3 + 2 − 3 = 2

cπ
34 = 1 + 2 − 3 = 0

qui s’interprète comme le surcoût d’utiliser cet arc par rapport au plus court chemin.
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1.7 Notion de réseau résiduel

Dans plusieurs algorithmes, on cherche à augmenter le flot par rapport à la situation
actuelle du flot (c’est exactement le cas illustré par notre exemple introductif). Il
est alors intéressant d’identifier non pas le réseau actuel mais le réseau résiduel,
c’est-à-dire celui qui permet de faire passer un supplément de flux.

Considérons à nouveau un arc (i, j) (voir figure 1.9) dont le flux doit être
compris entre une borne inférieure 0 et une borne supérieure égale à la capacité
de l’arc cij . Si la valeur actuelle du flux sur cet arc est fij , il est facile de voir que
l’on peut faire encore passer en flux dans l’arc (i, j) un supplément de flux égal à
la capacité résiduelle rij qui se calcule comme suit :

rij = cij − fij

Mais on peut également faire passer du flux dans l’autre sens en ajoutant un arc de
j à i de capacité résiduelle :

rji = fij

En effet, on peut ramener le flux à sa borne inférieure zéro, ou ce qui est équivalent,
faire circuler un flux au maximum de fij dans un arc de j à i.

di

i
cij

j

dj di

i j

dj

rij = cij fij

rji = fij

Figure 1.9: Notion de réseau résiduel

On construit le réseau résiduel en remplaçant systématiquement un arc (i, j)
qui n’est pas à sa borne supérieure par un arc dans le même sens avec comme
capacité résiduelle la différence entre la capacité de l’arc et le flot actuel. De
même, si le flux sur cet arc n’est pas à sa borne inférieure, on ajoute un arc en sens
opposé dont la capacité résiduelle est égale à la valeur actuelle du flux.

Définition 1.5 Le réseau résiduel, noté G(f) consiste en les seuls arcs ayant une
capacité résiduelle rij positive

Remarquez que ce faisant, on peut être amener à remplacer un arc du réseau initial
G, soit par un arc de même sens (cas du flux nul), soit par deux arcs (cas du flux
strictement entre ses bornes inférieure et supérieure) soit par un arc dans le sens
opposé (cas du flux à sa borne supérieure). Remarquez également que la notion
de réseau résiduel est dépendante du flot actuel, ce que traduit la notation G(f).
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1.8 Exercices

1.1. Amélioration d’un réseau routier. On prévoit une augmentation du trafic
entre les villes A et F. On veut déterminer si le réseau routier actuel entre les
deux villes peut supporter une telle augmentation. Les données (exprimées
en milliers de voitures par heure) sont reprises au tableau 1.5.

Arc Origine Destination Capacité

1 A B 3

2 A C 7

3 C B 2

4 C D 2

5 B D 4

6 C E 4

7 E D 2

8 D F 6

9 E F 5

Tableau 1.5: Capacités et flux actuels d’un réseau routier.

(a) Représenter le réseau sous forme d’un graphe.

(b) Compléter le graphe de manière à y faire apparaı̂tre le flot total.

(c) Formuler mathématiquement le problème linéaire correspondant à la
détermination du flot maximal entre les deux villes.

(d) Qu’a de particulier la matrice des coefficients du problème ?

1.2. Les voies d’évitement lors de la réfection d’un viaduc. Pendant la répara-
tion d’un viaduc de contournement du centre ville, il faudra interrompre
la circulation sur cette voie dans le sens ouest-est de la ville. Des voies
d’évitement ont été prévues à même les rues du centre ville. Toutes les voies
d’évitement seront mises à sens unique, mais il reste à déterminer le sens
à donner au tronçons BD, BE, CD et CE de façon que le système de voies
d’évitement maximise le nombre de véhicules qui pourraient l’emprunter.
On a indiqué à la figure 1.10 la capacité maximale en milliers de véhicules
par jour en regard de chaque tronçon.

(a) Tracer d’abord un réseau complet.
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12
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Figure 1.10: Viaduc en réparation

(b) Ecrire les contraintes de conservation de flots aux sommets du graphe
et de bornes sur les flots sur les différents arcs.

(c) Puis ajouter les contraintes permettant de déterminer le sens de circu-
lation sur les arcs BD, BE, CD et CE, c’est-à-dire, formuler le modèle
de transport (choix des variables, expression de l’objectif et des con-
traintes) permettant de déterminer quel sens donner aux tronçons BD,
BE, CD et CE de manière à maximiser le flux de transit.
Indication : pensez à la notion d’arc bidirectionnel pour représenter
les arcs dont on doit déterminer le sens.



Chapitre 2

Le problème de flot maximum

2.1 Définition du problème

Nous allons introduire le problème du flot maximum sur un exemple pratique.
Considérons le réseau routier représenté à la figure 2.1 liant les deux villes A et
F. En prévision d’une augmentation du trafic entre la ville A et la ville F, on veut

2
|3|

6
|8|

|4|

0

|5|

6

|6|
|2|

2

8
2

8

4

C

B

A

D

E

F
|2|

4
|4|

2 |2|

Figure 2.1: Réseau routier liant A à F.

déterminer le nombre maximum de voitures pouvant aller de A à F, c’est-à-dire le
flot au-delà duquel il y aura saturation du réseau.

Remarquons que si l’on ferme le graphe en mettant l’arc de retour de F à A,
le flot total allant de A à F est exactement le flux dans l’arc de retour. Et donc,
déterminer le flot maximum de voitures entre A et F revient à maximiser le flux
dans l’arc de retour. D’où la définition suivante du problème.

Définition 2.1 Etant donné un réseau de transport avec capacités et bornes infé-
rieures sur les flux, le problème du flot maximum consiste à déterminer le flux
maximum qui peut circuler sur l’arc de retour.

Une façon équivalente de définir le problème du flot maximum entre A et F

21
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est de considérer que A est le point d’entrée dans le réseau et que F est le point de
sortie du réseau. Maximiser le flot consiste donc à maximiser la somme des flux
entrants dans le réseau mais aussi à maximiser la somme des flux sortants.

Une conséquence immédiate de cette observation est que le flot maximum est
inférieur à la somme des capacités des arcs entrants, de même, il est inférieur à la
somme des capacités des arcs sortants. Cependant, le flot maximum peut encore
être limité par les capacités des divers arcs liant les points d’entrée et de sortie du
réseau.

Mathématiquement, en utilisant les notations introduites au chapitre 1, le
problème du flot maximum peut se formuler de la manière suivante. Le problème
consiste donc à déterminer les flux dans tous les arcs (ce sont les variables du
problème) de manière à respecter (les contraintes) :

• les équations de conservation aux nœuds;

• les bornes inférieures et supérieures sur les flux.

L’objectif étant de maximiser le flux dans l’arc de retour.

Soit donc le graphe G = (N, A) associé au réseau de transport. Pour la
commodité, on attribue le numéro 1 au point d’entrée dans le réseau (la ville A
dans notre exemple) et le numéro n au point de sortie du réseau (la ville F dans
notre exemple), n étant le nombre de nœuds dans le réseau. Appelons f , le flot
dans l’arc de retour. Le problème peut se formuler de la manière suivante :

z = max fn1

s.c.q.




∑
k|(k,i)∈A

fki =
∑

j|(i,j)∈A

fij ∀i ∈ N

bij ≤ fij ≤ cij ∀(i, j) ∈ A

(2.1)

Remarquez que nous avons utilisé la formulation avec l’arc retour. Ce qui évite
de considérer trois types d’équations différentes pour la conservation aux nœuds
(une pour les nœuds d’offre, une pour les nœuds d’interconnexion et une pour les
nœuds de demande). Dans l’ensemble A des arcs est donc inclus l’arc retour.

Nous allons maintenant voir une méthode systématique pour déterminer le flot
maximum. Cette méthode, due à Ford et Fulkerson [3], est aussi appelée méthode
de marquage, car elle marque progressivement les nœuds du réseau.
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2.2 Méthode de Ford et Fulkerson

Introduisons d’abord un nouveau concept de la théorie des graphes qui sera utilisé
dans la méthode de Ford et Fulkerson. Il s’agit du concept de chaı̂ne dans un
graphe.

Définition 2.2 On appelle chaı̂ne une suite d’arcs (a1, a2, . . ., ak) telle que l’arc
ai est rattaché à l’arc ai−1 par une extrémité et à l’arc ai+1 par l’autre.

ai 1

ai

ai+1

Figure 2.2: Un exemple de chaı̂ne.

Un exemple de chaı̂ne est illustré à la figure 2.2. Remarquons que la définition de
chaı̂ne n’implique pas que tous les arcs soient parcourus dans le même sens si l’on
suit la chaı̂ne.

L’idée de la méthode est la suivante. A chaque itération, on va essayer d’aug-
menter le flux le long d’une chaı̂ne d’arcs joignant le nœud d’entrée au nœud de
sortie.

Supposons que nous soyons arrivés avec un flux supplémentaire au nœud i. Il
y a deux manières de poursuivre avec le flux supplémentaire. Ces deux situations
sont décrites ci-dessous. Notons ∆fi, le flux supplémentaire qui peut arriver au
nœud i.

Le premier cas où l’on peut pousser plus loin ce flux supplémentaire est celui
où il existe un arc sortant non saturé. C’est-à-dire, où il existe un arc (i, j) avec
fij < cij . Ce cas est illustré à la figure 2.3 Le supplément de flux qui peut circuler

i
f

ij

j

∆fi

∆fj

Figure 2.3: Utilisation d’un arc sortant.

sur l’arc (i, j) est donc limité par cij −fij et le flux supplémentaire qui peut arriver
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en j, noté ∆fj , est le minimum de
-celui qui peut arriver en i : ∆fi;
-celui qui peut passer dans l’arc (i, j) : cij − fij .
D’où finalement :

∆fj = min {∆fi, cij − fij} (2.2)

Le second cas où l’on peut pousser le flux supplémentaire arrivé au nœud i
plus loin en direction du nœud de sortie est celui où un arc ayant son extrémité
en i a un flux strictement supérieur à sa borne inférieure. En effet, dans ce cas,
on peut pousser le flux supplémentaire plus loin en prenant cet arc à rebours. On
va par la même diminuer le flux le long de l’arc. Ceci est illustré à la figure 2.4.
Autrement dit, si on a un arc (k, i) tel que fki > bki, un flux supplémentaire peut

i

f
kik

∆fk

∆fi

Figure 2.4: Utilisation d’un arc à rebours.

arriver en k. Notons le ∆fk. A nouveau, il se calcule comme le minimum de :
-celui qui peut arriver en i : ∆fi;
-celui qui peut passer dans l’arc (k, i) : fki − bki.
D’où finalement :

∆fk = min {∆fi, fki − bki} (2.3)

Voyons maintenant comment déterminer une chaı̂ne d’arcs qui irait du nœud
d’entrée au nœud de sortie, et qui permettrait donc d’augmenter le flux dans l’arc
de retour. Partant du point d’entrée, on marque de proche en proche les sommets
en utilisant des arcs d’un des deux types définis ci-dessus.

Voyons l’illustration de la méthode sur l’exemple. Partant de A, on peut uti-
liser l’arc (A,B), non saturé, et augmenter le flot de 1. On aura intérêt, pour ne
pas surcharger le graphique à reprendre séparément la chaı̂ne d’arc utilisables.
C’est ce qui est fait à la figure 2.5. De B, on peut utiliser l’arc (C,B) à rebours.
On détermine le flot supplémentaire maximum que l’on peut pousser jusqu’en C
comme le minimum de (+1, (2 − 0)) = 1. On va donc pouvoir transférer une
unité supplémentaire de B à C : ceci revient à une diminution de 1 du flot de C à
B. Ce qui est indiqué par le −1 sur le graphique. Ensuite, seul l’arc (C,D) peut
être utilisé. A nouveau le flot supplémentaire que l’on peut acheminer en D vaut 1.
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+1

+1

+1

+1
-1

+1

C

B

A

D

E

F-1

Figure 2.5: Chaı̂ne d’arcs utilisables.

Enfin, on prend (E,D) à rebours et finalement (E,F) dans le sens direct. On atteint
donc le nœud de sortie du réseau et l’on peut donc augmenter de flot sortant
d’une unité. Ceci est fait à la figure 2.6.
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Figure 2.6: Flot augmenté d’une unité.

On répète alors le processus de marquage en déterminant une nouvelle chaı̂ne
d’arcs utilisables. En partant de A, on peut former une nouvelle chaı̂ne en prenant

+1
+1

+1

+1+1

C

A

D

E

F-1

Figure 2.7: Seconde chaı̂ne d’arcs utilisables.

les arcs (A,C), (C,D), (E,D) à rebours et (E,F). Ceci est illustré à la figure 2.7. On
peut à nouveau augmenter le flot d’une unité. On obtient le graphe suivant illustré
à la figure 2.8.

Essayons de former une troisième chaı̂ne d’arcs utilisables. On voit à présent
que l’on ne peut plus atteindre le nœud de sortie B. En effet, partant de A, on peut
pousser une unité en C puis en B par (C,B). De là, on ne peut plus progresser. En
effet, (B,D) est saturé et (B,A) pris à rebours conduirait à former un cycle et non
plus une chaı̂ne.
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Figure 2.8: Flot augmenté d’une seconde unité.

+1 +1
+1

C

B

A

Figure 2.9: Coupe minimale.

Ceci conduit aux deux remarques très importantes suivantes :

1. Il est très important de marquer à chaque étape les nœuds qui ont déjà été
atteints. Ceci de manière à ne plus repasser par le même nœud. Sans quoi,
on peut former un cycle qui conduit à faire circuler de la matière ”en rond”
sans aucun effet d’augmentation du flot.

2. A la fin, lorsque l’on ne peut plus marquer de nouveaux nœuds pour atteindre
le nœud de sortie, on obtient un sous-ensemble T ⊂ N qui représente les
nœuds ”touchés” ou ”marqués”. Dans l’exemple

T = {A,B,C}
On peut définir le complémentaire de T par rapport à N qui représente donc
l’ensemble des nœuds ”non marqués” par

S = N \ T = {D,E,F}
Enfin, les arcs reliant un nœud marqué à un nœud non marqué, c’est-
à-dire les arcs ayant une extrémité dans T et l’autre dans S forment ce que
l’on appelle la coupe minimale du graphe. Dans l’exemple, ce sont :

(T, S) = {(B,D), (C,D), et (C,E)}
Ce sont les nœuds qui font goulet d’étranglement. Pour accroı̂tre le flot,
il faudra augmenter les capacités ou diminuer les bornes inférieures de
ces arcs.
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2.3 Théorème coupe minimale-flot maximum

Nous allons maintenant formaliser ce résultat très important au moyen du théorè-
me connu sous le nom de flot maximum-coupe minimum (Max flow- min cut).
Mais, avant cela, nous introduisons les définitions mathématiques de coupe et de
capacité d’une coupe.

Définition 2.3 Une coupe dans un graphe G = (N, A) séparant le nœud d’entrée
du nœud de sortie est l’ensemble des arcs ayant une extrémité dans T ⊂ N et
l’autre dans S = N \T avec le nœud d’entrée dans T et le nœud de sortie dans S.

Il suffira donc pour définir une coupe de donner la partition des nœuds de N en
deux groupes, ceux appartenant à T et ceux dans le complémentaire. Dans la suite,
on désignera une coupe par (T, S). Il sera alors sous-entendu que T ⊂ N et que
S = N \ T , le complémentaire de T à N .

|3|
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|2|

3

2

1

4

5

6
|2|

|4|

|2|

Figure 2.10: Capacité d’une coupe.

Définition 2.4 La capacité de la coupe (T, S) est définie comme

cap(T, S) =
∑

(i,j)∈(T,S)

cij −
∑

(j,i)∈(S,T )

bji

On peut donc interpréter la capacité de la coupe (T, S) comme le maximum
de flux qui peut transiter sur les arcs de la coupe dans le sens T vers S. Si cette
quantité est bien sûr limitée par la somme des capacités des arcs de T vers S, il
faut retrancher à cette quantité la somme des bornes inférieures sur les arcs de S
vers T qui renvoient du flux en sens opposé.

On peut maintenant démontrer le théorème suivant.
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Théorème 2.1 (Flot maximum-coupe minimum). Pour tout réseau de transport
muni de bornes sur les flux, d’un point d’entrée et d’un point de sortie, la valeur
du flot maximum entre le nœud d’entrée et le nœud de sortie est égale au minimum
des capacités de toutes les coupes séparant le nœud d’entrée du nœud de sortie.

Preuve : voir Ford et Fulkerson [3].

Ce théorème justifie le critère d’arrêt dans l’algorithme qui va suivre. En effet,
on a le corollaire suivant.

Corollaire 2.1 Un flot f est maximum si et seulement si il n’y a pas de chemin
permettant d’augmenter f .

Preuve : voir Ford et Fulkerson [3].

2.4 L’algorithme

Nous allons maintenant décrire l’algorithme de Ford et Fulkerson, encore appelé
méthode de marquage. En effet, cet algorithme procède par marquage progressif
des nœuds. Notons T , l’ensemble des nœuds ”marqués”. Un nœud marqué est tel
que l’on peut pousser un supplément de flot ∆fj > 0 jusqu’à lui à partir du nœud
d’entrée. A chaque nœud marqué, on associe un label défini comme suit :

• (i+, ∆fj) si on a pu amener un supplément de flot ∆fj > 0 en augmentant
le flot sur l’arc (i, j).

• (i−, ∆fj) si on a pu amener un supplément de flot ∆fi > 0 en diminuant le
flot sur l’arc (j, i).

A côté de T , l’ensemble des nœuds marqués, l’algorithme met à jour un second
ensemble de nœuds. Il s’agit, parmi les nœuds marqués, de ceux dont on a déjà
examiné si on pouvait porter le supplément de flot plus loin vers d’autres nœuds
non marqués. Notons E, ce second ensemble. C’est la définition de ce second
ensemble qui fait l’efficacité de la méthode de marquage de Ford et Fulkerson. En
effet, dès qu’un nœud marqué a été examiné, on ne doit plus jamais y revenir.

Voyons maintenant l’algorithme dont les deux grandes étapes sont d’une part,
le marquage progressif des nœuds, d’autre part, la mise à jour du flot. La première
étape a deux sorties possibles. Soit elle conduit à un chemin jusqu’au nœud de
sortie qui permet d’augmenter le flot. Dans ce cas, on passe à la seconde étape qui
augmente le flot. Soit elle conduit à une coupe de capacité minimum, prouvant par
là que le flot maximum est atteint.
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Algorithme 2.1 Algorithme de Ford et Fulkerson.

0. Initialisations.
Mettre :
T = {1};
S = N \ T = {2, 3, . . ., n};
E = ∅
∆f1 = +∞.

1. Processus de marquage.
Déterminer un nœud marqué non encore examiné : soit i ∈ T , i �∈ E.
∀j ∈ S tel que fij < cij ,

{ ∆fj = min {∆fi, cij − fij};

Label(j) = (i+, ∆fj);

T = T ∪ {j}, S = S \ {j}
} ;

∀j ∈ S tel que fji > bji,
{ ∆fj = min {∆fi, fji − bji};

Label(j) = (i−, ∆fj);

T = T ∪ {j}, S = S \ {j}
} ;

Mettre i ∈ E (i est examiné);
Si n ∈ T , aller en 2 (on a un chemin permettant d’augmenter le flot);
Si T ∩ Ē = ∅ (tous les nœuds marqués ont été examinés),

alors stop : le flot est maximum; la coupe minimum est (T, S);
sinon : Aller en 1.

2. Mise à jour du flot.
Soit k = n. Tant que k �= 1, répéter

{ Si le nœud k est marqué (j+, ∆fk), alors fjk = fjk + ∆fn;
Si le nœud k est marqué (j−, ∆fk), alors fkj = fkj − ∆fn;
k = j

} ;
Aller en 0.

Appliquons cet algorithme au cas de l’exemple.

0. Initialisations

T = {A} S = {B, C, D, E, F} E = ∅
1. Processus de marquage : examen de A.

∆fB = +1 Label(B) = (A+, +1)
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∆fC = +2 Label(C) = (A+, +2)

T = {A, B, C} S = {D, E, F} E = {A}
1. Processus de marquage : examen de B.

T = {A, B, C} S = {D, E, F} E = {A, B}
1. Processus de marquage : examen de C.

∆fD = +2 Label(D) = (C+, +2)

T = {A, B, C, D} S = {E, F} E = {A, B, C}
1. Processus de marquage : examen de D.

∆fE = +2 Label(E) = (D−, +2)

T = {A, B, C, D, E} S = {F} E = {A, B, C, D}
1. Processus de marquage : examen de E.

∆fF = +2 Label(F ) = (E+, +2)

T = {A, B, C, D, E, F} S = ∅ E = {A, B, C, D, E}
2. Mise à jour du flot : + 2 le long du chemin : A, C, D, E et F.

0. Initialisations

T = {A} S = {B, C, D, E, F} E = ∅
1. Processus de marquage : examen de A.

∆fB = +1 Label(B) = (A+, +1)

T = {A, B} S = {C, D, E, F} E = {A}
1. Processus de marquage : examen de B.

∆fC = +1 Label(C) = (B−, +1)

T = {A, B, C} S = {D, E, F} E = {A, B}
1. Processus de marquage : examen de C.

T = {A, B, C} S = {D, E, F} E = {A, B, C}
Stop : le critère d’arrêt est satisfait.

La coupe minimum est (T, S) avec T = {A, B, C} et S = {D, E, F}. Le
flot maximum est de 10 unités.

Déterminer le flot maximum dans un réseau de transport n’est pas le problème
le plus général, ni le plus important que l’on peut être amené à résoudre. En effet,
il peut y avoir des coûts dus à la circulation de la matière dans le réseau. Et plus
généralement, on cherchera à minimiser la somme des coûts d’exploitation du
réseau. C’est l’objet du chapitre suivant.
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2.5 Exercices

1. Migration entre la banlieue et le centre ville. Le trafic matinal entre une
banlieue dortoir (nœud 1) et le centre ville (nœud 9) est illustré à la figure
2.11. On a représenté le trafic actuel ainsi que la capacité maximum de
chacune des routes en nombre de véhicules par heure (chiffres entres deux
barres).
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Figure 2.11: Migration entre banlieue et capitale.

On demande

(a) De montrer à l’aide de l’algorithme de flot maximum que l’on peut
augmenter le trafic global entre 1 et 9. Quelle est la valeur de ce trafic
maximum ?

(b) de suggérer les endroits où le réseau devrait être renforcé si on veut
dépasser ce flot maximum.

(c) de formuler mathématiquement le problème linéaire correspondant à
la détermination du flot maximal entre les deux villes.

(d) de montrer que si l’on considère le trafic inverse qui concerne la fin
de journée (avec les mêmes capacités pour le retour), le flot maximum
sera le même qu’à la question 1.

2. Affectation à un poste de travail. On veut affecter 4 ouvriers à 4 postes
de travail. Leurs compétences sont telles que le premier ouvrier ne peut
occuper que les postes 1 ou 2, le second, les postes 2 ou 3, le troisième, les
postes 1,3 ou 4, et le quatrième les postes 3 ou 4. On veut qu’un maximum
de postes de travail soient occupés.

(a) Formuler le problème d’affectation maximum.
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(b) Tracer le graphe correspondant. Le premier ouvrier est affecté au
deuxième poste, le troisième ouvrier au quatrième poste, et le quatri-
ème au troisième poste. Le second ouvrier est donc inaffectif. Tracer
le flot correspondant.

(c) En utilisant l’algorithme de flot maximum, montrer que l’on peut af-
fecter tous les ouvriers à un poste, tous les postes étant ainsi pourvus.

(d) La réponse à la question 3 est-elle unique ? Comment choisir entre ces
diverses solutions ? Indiquer la formulation mathématique du problème
qu’on est amené à résoudre.



Chapitre 3

Gestion d’un réseau de transport

3.1 Introduction

Le problème de flot maximum vu au chapitre 2 n’est pas le problème le plus
général que l’on puisse rencontrer en matière de transport. Si ce problème peut
être utile dans le cas où l’on veut renforcer un réseau pour indiquer quels sont les
endroits les plus judicieux pour des investissements (par exemple le renforcement
du réseau routier autour d’Albertville pour les jeux olympiques d’hiver), ce n’est
pas le problème qui se pose chaque jour aux gestionnaires d’un réseau de transport.

Généralement, on aura une quantité donnée de flux à faire transiter sur le réseau.
Par exemple, dans le cas du réseau de transport de gaz, introduit au chapitre 1, cette
quantité correspond à la somme des demandes qui apparaissent comme les bornes
inférieures sur les arcs de sortie du réseau. Dans cet exemple, on veut déterminer les
prélèvements à effectuer en chaque point d’entrée du réseau, c’est-à-dire en chaque
point d’offre, de manière à satisfaire la demande à coût minimal. Il y a, dans cet
exemple, des coûts associés aux seuls arcs d’entrée (dont les flux représentent les
quantités fournies par chaque producteur).

Plus généralement, on peut avoir des coûts associés à chaque arc. Nous allons
maintenant voir la formulation générale de ce problème. Nous verrons ensuite un
cas particulier, le cas du réseau de transport simple, qui peut être résolu par un
algorithme spécifique : l’algorithme de stepping stone. Notez que le problème de
transport général peut être ramené par une simple reformulation à un problème de
transport simple. Autrement l’algorithme de stepping stone a une portée beaucoup
plus étendue que la résolution du problème de transport simple. Nous verrons au
chapitre suivant un cas particulier important du problème de transport général : il
s’agit du problème de la détermination du plus court chemin dans un graphe pour
lequel un algorithme spécifique existe. Il s’agit de l’algorithme de Dijkstra.

33
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3.2 Formulation du problème général de transport

Le problème général de transport est donc de déterminer le flot qui minimise le
coût total de passage de chaque flux dans chaque arc. Notons dij le coût unitaire
de transport dans l’arc (i, j). Notons Nd, l’ensemble des nœuds de demande et
Ns, l’ensemble des nœuds d’offre. Notons dj , la demande au nœud de demande
j ∈ Nd. Cette demande apparaı̂t donc comme une borne inférieure sur le flux sur
l’arc de sortie du nœud j. Notons si, l’offre au nœud d’offre i ∈ Ns. Cette quantité
apparaı̂t donc comme une borne supérieure sur le flux sur l’arc d’entrée entrant au
nœud i ∈ Ns.

Les variables du problème sont donc les flux fij dans chaque arc du réseau.
Les contraintes sont celles d’un réseau de transport avec capacités sur les arcs. A
savoir, les équations aux nœuds exprimant la conservation de la matière en chaque
nœud ainsi que les contraintes de bornes sur les variables de flux. L’objectif est
simplement la minimisation de la somme des coûts de transport sur chaque arc.

Le problème se formule donc en général de la manière suivante :

z = min
∑

(i,j)∈A

dijfij

s.c.q.




∑
j|(i,j)∈A

fij −
∑

k|(k,i)∈A

fki ≤ si i ∈ Ns

∑
j|(i,j)∈A

fij −
∑

k|(k,i)∈A

fki ≥ di i ∈ Nd

∑
j|(i,j)∈A

fij −
∑

k|(k,i)∈A

fki = 0 i �∈ (Ns ∪ Nd)

bij ≤ fij ≤ cij ∀(i, j) ∈ A

(3.1)

On peut passer à l’égalité en ajoutant un nœud de demande avec comme demande∑
i si −

∑
j di et le relier à chacun des nœuds d’entrée avec des arcs de coût nul et

de capacité ∞. On obtient la formulation suivante :

z = min
∑

(i,j)∈A

dijfij

s.c.q.




∑
j|(i,j)∈A

fij −
∑

k|(k,i)∈A

fki = si i ∈ Ns

∑
j|(i,j)∈A

fij −
∑

k|(k,i)∈A

fki = di i ∈ Nd

∑
j|(i,j)∈A

fij −
∑

k|(k,i)∈A

fki = 0 i �∈ (Ns ∪ Nd)

bij ≤ fij ≤ cij ∀(i, j) ∈ A

(3.2)
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Les applications de ce modèle sont multiples : problème de distribution d’eau, de
gaz, d’électricité. Gestion d’un réseau de transport de marchandise, livraison de
pétrole par une flotte de bateaux,. . .

Illustrons le problème de flot à coût minimum sur un exemple tiré de Williams
[15] repris à la figure 3.1. On a deux lieux de productions (deux sources), respec-
tivement aux nœuds 0 et 1 et trois lieux de consommation (trois puits), aux nœuds
5, 6 et 7. Les coûts unitaires de transport sont indiqués à la figure 3.1 au dessus
des arcs. On veut déterminer comment satisfaire la demande des différents puits
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Figure 3.1: Problème de flot à coût minimum

par des flux circulant à travers le réseau depuis les sources à coût total minimum.

On peut formuler le problème de transport général comme suit :

1. Choix des variables : on appelle fij la quantité transportée entre le nœud
i et le nœud j, pour tout couple (i, j) ∈ A, l’ensemble des arcs du réseau.

2. Expression de l’objectif : L’objectif correspond simplement à la minimisa-
tion des coûts de transport. Si dij note le coût de transport sur l’arc (i, j),
l’objectif s’énonce :

min z =
∑

(i,j)∈A

dijfij.

3. Contraintes du problème : les contraintes expriment la conservation de la
matière aux nœuds. En chaque nœud du réseau, la somme des flux entrant
dans le nœud est égale à la somme des flux sortant du nœud.

Elles s’énoncent, dans le cas de l’exemple, comme suit :

10 = f02

15 = f13

f02 + f42 = f23 + f24 + f25
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f23 + f13 = f34 + f37

f24 + f34 = f42 + f45 + f46

f25 + f45 = 9

f46 + f76 = 10

f37 = f76 + 6

En mettant toutes les variables à gauche et toutes les constantes à droite, on obtient
le système suivant d’égalités :

f02 = 10

f13 = 15

−f02 +f23+f24+f25 −f42 = 0

−f13−f23 +f34+f37 = 0

−f24 −f34 +f42+f45+f46 = 0

−f25 −f45 = −9

−f46−f76 = −10

−f37 f76 = −6

En isolant les coefficients de ces contraintes, on obtient ce que l’on appelle la
matrice d’incidence nœuds/arcs qui a comme particularité que chaque colonne
ne comporte qu’un coefficient +1 et un coefficient -1. En fait, chaque colonne
correspond à un arc, il y a un coefficient +1 dans la ligne correspondant au nœud
d’où est issu l’arc et il y a un coefficient -1 dans la ligne correspondant au nœud
destination de l’arc.

Pour l’exemple, on obtient la matrice suivante :

02 13 23 24 25 34 37 42 45 46 76

0 1

1 1

2 −1 1 1 1 −1

3 −1 −1 1 1

4 −1 −1 1 1 1

5 −1 −1

6 −1 −1

7 −1 1

Nous allons maintenant voir un certain nombre de cas particuliers de ce problème.
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3.3 Le problème de transport simple

Voyons maintenant un cas particulier important. Il s’agit du problème du
transport simple pour lequel il existe seulement deux types de nœuds : les nœuds
d’entrée (ou encore nœuds d’offre) et les nœuds de sortie (ou encore nœuds de
demande). Il n’y a donc pas de nœuds d’interconnexion. C’est la première
hypothèse simplificatrice. On suppose également, c’est la seconde hypothèse,
que les arcs liant les nœuds d’entrée aux nœuds de sortie ont une capacité infinie.
Un exemple est illustré à la figure 3.2.
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Figure 3.2: Problème de transport simple.

L’objectif est donc la minimisation des coûts de transport entre les nœuds
d’entrée et les nœuds de sortie. Seuls ces arcs ont un coût associé dij . L’objectif
se formule donc comme

z = min
∑

(i,j)∈A

dijfij

où A est l’ensemble des arcs de transport (correspondant au réseau ”ouvert” obtenu
sans considérer le nœud d’entrée et le nœud de sortie).

Il est évident que si transporter du flot coûte, on va, à la solution optimale, tout
juste satisfaire la demande en chaque nœud de demande. Autrement dit, on aura
que : ∑

i|(i,j)∈A

fij = dj ∀j ∈ Nd

Pour que le problème soit réalisable, il faut bien sûr que l’offre totale permette de
satisfaire la demande totale. Autrement dit, il faut que

∑
i∈Ns

si ≥
∑

j∈Nd

dj
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Supposons que l’offre totale soit égale à la demande globale, autrement dit que∑
i∈Ns

si =
∑

j∈Nd

dj

On peut, en effet, se ramener à ce cas en ajoutant un nœud de demande supplémen-
taire auquel on attribue l’excédent d’offre sur la demande (

∑
i∈Ns

si −
∑

j∈Nd
dj)

et que l’on raccorde à chaque nœud d’offre par un arc de capacité infinie et de coût
de transport nul.

Dans ce cas, chaque arc d’entrée doit également être utilisé à pleine capacité
et nous aurons semblablement que∑

j|(i,j)∈A

fij = si ∀i ∈ Ns

On voit donc qu’avec les hypothèses faites dans le cas du réseau de transport
simple, les flux circulant sur les arcs entrant et sortant sont connus à priori. Les
seules inconnues du problème sont les flux fij dans les arcs de transport. On a
donc la formulation mathématique suivante pour le problème du transport simple.

z = min
∑

(i,j)∈A

dijfij

s.c.q.




∑
j|(i,j)∈A

fij = si ∀i ∈ Ns

∑
i|(i,j)∈A

fij = dj ∀j ∈ Nd

fij ≥ 0 ∀(i, j) ∈ A

(3.3)

3.3.1 Résolution du problème de transport à coût minimum

Nous présenterons au chapitre 7 un algorithme de résolution du problème de trans-
port général. Celui-ci sera appliqué à la résolution du problème d’affectation. Le
principe de cet algorithme est de progressivement acheminer l’offre auprès des
points de demandes en utilisant des plus courts chemins. Cet algorithme est connu
sous le nom de algorithme de plus courts chemins successifs. Nous verrons au
chapitre 4, un algorithme de calcul du plus court chemin entre deux points d’un
graphe.

D’autre solutions existent également. En effet, on peut montrer que l’on peut
se ramener à un problème de transport simple, qui, lui même, peut être résolu par
un algorithme spécifique. On peut également résoudre le problème de transport
général par n’importe quel logiciel de programmation linéaire. L’utilisation d’un
logiciel spécialisé n’est justifiée que pour les très gros problèmes.
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3.4 Résolution du problème de transport simple

Nous allons illustrer la résolution du problème de transport simple sur l’exemple
suivant tiré de Baglin et al [2]. Trois usines situées à Lyon, Strasbourg et Lille
peuvent approvisionner quatre dépôts situés à Saint-Brieuc, Poitiers, Melun et
Toulouse. Le tableau 3.1 fournit (en F par tonne) les tarifs des transporteurs
routiers de chaque usine vers chaque dépôt.

Coût de Destination Capacité
fourniture St-Brieuc Poitiers Melun Toulouse de
venant de l’usine

Lyon 264 130 139 160 9
Strasbourg 279 244 146 307 17

Lille 200 166 66 278 9
Demande 10 14 7 4

Tableau 3.1: Résolution du problème de transport simple

Le tableau donne également la capacité de production (exprimée en milliers de
tonnes) et la demande des dépôts (dans la même unité).

On cherche l’affectation usines-dépôts permettant d’aboutir à un coût de trans-
port minimum.

3.4.1 Résolution par le Simplexe

Appelons cij le coût unitaire de transport de l’usine i vers le dépôt j. Le problème
se formule comme suit :

z = min
3∑

i=1

4∑
j=1

cijxij

s.c.q.




∑4
j=1 xij = CAPi ∀i = 1, . . .3∑3
i=1 xij = DEMj ∀j = 1, . . .4

xij ≥ 0 ∀(i, j)

(3.4)

Remarquez que le problème est parfaitement équilibré car :

3∑
i=1

CAPi =
4∑

j=1

DEMj
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Ce problème linéaire peut être résolu par l’algorithme du Simplexe (voir cours de
Recherche Opérationnelle en maı̂trise) qui donne la solution optimale suivante :

• Lyon envoie 5.000 T à Poitiers et 4.000 à Toulouse;

• Strasbourg envoie 8.000 T à St-Brieuc et 9.000 à Poitiers;

• Lille envoie 2.000 T à St-Brieuc et 7.000 à Meulun.

Le coût global de transport de cette solution est de 6.580 kF.

3.4.2 Résolution par la méthode du stepping stone

Le principe de cette méthode consiste à partir d’une solution de base que l’on
améliore pas à pas. D’où le nom de la méthode. Pour la détermination d’une
solution de départ, au moins deux méthodes peuvent être utilisées :

• la méthode du coin Nord-Ouest;

• la méthode de Houthakker.

La méthode du coin Nord-Ouest :

L’application de la méthode du coin Nord-Ouest consiste à attribuer le plus grand
nombre possible à la case située le plus à l’Ouest et le plus au Nord possible tout
en respectant les contraintes de capacité de production et de demande.

Dans notre exemple, on partira donc d’une solution consistant à livrer 9.000 T
de Lyon à St-Brieuc. Toute la capacité de Lyon étant utilisée, on sature la demande
de St-Brieuc par 1.000 T venant de Strasbourg. Et ainsi de suite. On obtiendra la
solution du tableau 3.2.

Fourniture Destination Capacité
venant St-Brieuc Poitiers Melun Toulouse de

de l’usine
Lyon 9 9

Strasbourg 1 14 2 17
Lille 5 4 9

Demande 10 14 7 4

Tableau 3.2: Heuristique du Coin Nord-Ouest
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Heuristique de Houthakker :

Houthakker propose de commencer par saturer les liaisons (i, j) présentant le coût
de transport unitaire cij le plus faible. Melun sera ainsi livrée par l’usine de Lille
(66 F la tonne). Ensuite Lyon approvisionnera Poitiers, à concurrence de 9.000 T.
On continue de même : on obtiendra le tableau 3.3 pour un coût de 6.714 kF.

Fourniture Destination Capacité
venant St-Brieuc Poitiers Melun Toulouse de

de l’usine
Lyon 9 9

Strasbourg 10 3 4 17
Lille 2 7 9

Demande 10 14 7 4

Tableau 3.3: Heuristique du Houthakker

On voit que l’on est déjà beaucoup plus proche de la solution optimale (de coût
égal à 6.580kF). Remarquez que si deux cases sont de coût minimum, on choisira
celle où l’on peut attribuer le plus grand nombre : ceci aura pour effet de mettre
comme coefficient du coût minimum la plus grande valeur d’une variable.

Amélioration de la solution de base :

Pour chaque case présentant une valeur nulle, on calcule le coût marginal engendré
par le déplacement d’une unité des cases affectées voisines vers celle-ci.

Par exemple, si on veut affecter une unité de Lyon à St-Brieuc, le respect
des contraintes nous oblige à enlever une unité de la case Strasbourg-St-Brieuc, à
enlever une unité de la case Lyon-Poitiers et à ajouter une unité à la case Strasbourg-
Poitiers. Ceci est illustré au tableau 3.4. Ce qui représente un coût de

St-Brieuc Poitiers
Lyon +1 (x 264) -1 (x 130)

Strasbourg -1 (x 279) +1 (x 244)

Tableau 3.4: Calcul du coût marginal

+264 − 130 − 279 + 244 = +99.

Le solde étant positif, l’opération n’est pas intéressante.
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Poitiers Melun
Lyon -1 (x 130) +1 (x 139)
Lille +1 (x 166) -1 (x 66)

Tableau 3.5: Calcul du deuxième coût marginal

L’ajout d’une unité de Lyon à Meulun est illustrée au tableau 3.5. Ce qui
représente un coût de

−130 + 139 + 166 − 66 = +109.

Le solde étant positif, l’opération n’est pas intéressante.

L’ajout d’une unité de Lyon à Toulouse est illustrée au tableau 3.6. Ce qui

Poitiers Toulouse
Lyon -1 (x 130) +1 (x 160)

Strasbourg +1 (x 244) -1 (x 307)

Tableau 3.6: Calcul du troisième coût marginal

représente un coût de

−130 + 160 + 244 − 306 = −33.

Le solde étant négatif, cette modification améliore la solution précédente. On peut
déplacer 4.000 T et gagner 4 × 33 = 132 kF.

Le même raisonnement appliqué à la case Lille-St-Brieuc permet encore de
déplacer 2.000 tonnes de la case Lille-Poitiers à la case Strasbourg-Poitiers et
aussi 2.000 T de Strasbourg-St-Brieuc à Lille-St-Brieuc, pour obtenir la solution
optimale déterminée par le Simplexe.

Toute modification se traduirait alors par une augmentation du coût global.
Notez que l’algorithme de stepping stone choisit à chaque étape comme variable
celle de coût marginal le plus négatif.

Calcul des coûts marginaux

Une méthode permet de réduire fortement le temps de calcul des coûts réduits.
En effet, on peut montrer (cela résulte du principe de dualité de la programmation
linéaire) qu’il existe des variables auxiliaires ui et vj telles que pour chaque case
de base (c’est-à-dire chaque case utilisée dans la solution de départ), on ait :

ui + vj = cij
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Pour la solution du tableau 3.3, on a donc que :

u1 + v2 = 130

u2 + v1 = 279

u2 + v2 = 244

u2 + v4 = 307

u3 + v2 = 166

u3 + v3 = 66

Il s’agit d’un système de 6 équations à 7 inconnues. On peut donc arbitrairement
fixer à zéro la valeur d’une variable (par exemple u1). On en déduit immédiatement
la valeur de toutes les autres variables :

u1 = 0

v2 = 130

u2 = 114

u3 = 36

v1 = 165

v4 = 193

v3 = 30

On peut alors calculer les coûts marginaux par la formule suivante (c’est la formule
de calcul des coûts réduits de l’algorithme du Simplexe) :

dij = cij − (ui + vj)

Ceci est fait au tableau 3.7.

v1 = 165 v2 = 130 v3 = 30 v4 = 193
u1 = 0 264 - 0 130 - 0 139 -0 160 - 0

-165 =99 -130 = 0 -30 = 109 -193 = -33
u2 = 114 279 -114 244 -114 146 -114 307 -114

-165 = 0 -130 = 0 - 30 = 2 -193 = 0
u3 = 36 200 -36 166 -36 66 -36 278 -36

-165 = -1 -130 = 0 - 30 = 0 -193 = 49

Tableau 3.7: Calcul des coûts marginaux

On retrouve bien les valeurs +99, +109 et -33 déjà calculées plus haut.
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3.5 Exercices

3.1. Plan de transport. Une entreprise, spécialisée dans la production de sau-
cisses, dispose de 4 laboratoires où elle élabore son produit et de 5 centres
de distribution d’où elle ravitaille sa clientèle. Le tableau 3.8 indique les
distances entre les laboratoires et les centres de distribution. Le transport a

dij CD1 CD2 CD3 CD4 CD5 Offre
L1 100 300 250 450 250 26
L2 50 200 250 450 250 24
L3 250 100 50 350 300 27
L4 300 150 200 250 450 23

Demande 18 20 22 19 21

Tableau 3.8: Coûts unitaires de transport

été négocié au tarif kilométrique de 2 $ la tonne. La disponibilité (en tonne
de chair) des différents laboratoires est également donnée au tableau 3.8. La
demande des centres de distribution est donnée en dernière ligne du tableau.
L’entreprise cherche le plan d’acheminement à coût minimal des laboratoires
aux centres de distribution. Calculer une solution par l’heuristique du coin
Nord-Ouest et par celle d’Houthakker.

3.2. Problème de transport. On dispose de deux usines de production dont
les débouchés sont situés sur trois marchés distants géographiquement. On
connaı̂t la capacité de production de chacune des usines ainsi que la demande
de chacun des marchés. On dispose également (voir tableau 3.9 pour les
données précises) des distances, exprimées en milliers de miles, entre les
sites de production et les marchés.

Usines Marchés Offre

New York Chicago Topeka

Seattle 2.5 1.7 1.8 350

San Diego 2.5 1.8 1.4 550

Demande 325 300 275

Tableau 3.9: Les données numériques du problème de transport.

Les frais de transport sont de 90 $ par millier de miles. On se demande
combien d’unités du produit acheminer à chaque marché à partir de chaque
usine de manière à minimiser les coûts de transport.



Chapitre 4

Le problème du plus court chemin

4.1 Introduction

Le problème peut se formuler de la manière suivante. Etant donné un graphe
G = (N, A) où à chaque arc est associée une longueur dij ≥ 0, on veut déterminer
un chemin allant du sommet origine o au sommet destination d tel que la longueur
du chemin parcouru soit minimum. Les arcs du graphe représentent, par exemple,
les routes liant différentes localités et les longueurs des arcs, des distances en
kilomètres. Mais ces longueurs peuvent aussi représenter des temps de parcours.
Notons par tij le temps de parcours de l’arc (i, j).

Par exemple à la figure 4.1, on veut déterminer le plus court chemin entre le
nœud 1 et le nœud 2.
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Figure 4.1: Détermination du plus court chemin de 1 à 2

Remarquez que ce problème être reformulé en un problème de flot à coût
minimum. En effet, au nœud origine, c’est-à-dire dans le cas de l’exemple, le nœud
1, il suffit de mettre une source de capacité unitaire et au nœud destination, c’est-
à-dire au nœud 2, il suffit de mettre un puits de demande unitaire. On détermine
alors le flot à coût minimum qui satisfait cette demande unitaire. Par la propriété
d’intégrité, les flux seront entiers (donc ici zéro ou un) à la solution optimale.

45



46 Chapitre 4. Le problème du plus court chemin

Les variables du problème de transport s’interprètent alors de la manière
suivante : xij vaut 1 si l’arc (i, j) est dans le chemin optimal. Les contraintes du
problèmes de transport s’interprètent de la manière suivante : Pour la contrainte
de conservation au nœud 1 : “un seul arc sortant de 1 emprunté”. Pour la contrainte
de conservation aux nœuds d’interconnexion : “tout nœud intermédiaire entré est
quitté”. Pour la contrainte de conservation au nœud destination : “un seul arc
entrant en 2 est emprunté”.

Il existe cependant un algorithme spécialisé pour résoudre ce problème clas-
sique : il s’agit de l’algorithme de Dijkstra qui procède par marquages successifs
des nœuds de manière analogue à ce que fait l’algorithme de Ford et Fulkerson.
L’algorithme consiste à attribuer un label à chaque nœud et à corriger progressi-
vement ces labels. On va, à partir du nœud origine, progressivement déterminer le
plus court chemin vers tous les autres nœuds du réseau.

Les données du problème sont les suivantes :

1. le réseau donné sous forme d’un graphe G = (N, A);

2. le temps de traversée tij de chaque arc (i, j) ∈ A ou les distances corres-
pondantes dij .

4.2 Algorithme de Dijkstra

Pour les besoins de l’algorithme, deux informations vont être stockées en chaque
nœud :

1. le label courant du nœud, noté li, qui indique la distance entre le nœud origine
o et le nœud i par le plus court chemin trouvé jusqu’à présent;

2. le prédécesseur courant du nœud, noté pi, qui note le nœud juste avant i dans
le plus court chemin trouvé jusqu’à présent entre o et i. Ainsi le plus court
chemin pourra être retracé en allant à rebours.

Semblablement à l’algorithme de marquage progressif de Ford et Fulkerson,
l’algorithme de Dijkstra utilise et met à jour deux ensembles :

1. L’ensemble T des nœuds dont on a déterminé exactement le plus court
chemin entre le nœud origine et ces nœuds. C’est l’ensemble des nœuds
déjà traités et qui ne nécessitent donc plus de traitement ultérieur.

2. L’ensemble S = N \ T des nœuds qui sont encore à traiter.



Section 4.2. Algorithme de Dijkstra 47

Dans le jargon de l’algorithme, on dit qu’un nœud du premier ensemble a un label
définitif, puisqu’il ne sera plus modifié, tandis qu’un nœud du second ensemble a
un label provisoire qui pourra encore éventuellement être amélioré.

Algorithme 4.1 Calcul du temps minimum.

1. Initialisations. Mettre lo = 0; T = {o}; S = N \ T .
Pour tous les nœuds j ∈ S qui peuvent être atteints directement à partir
de o par un seul arc (o, j), on met comme label provisoire de j le temps de
parcours de l’arc (o, j) :
Pour tout j ∈ S, si j tel que (o, j) ∈ A

alors lj ← doj

sinon lj ← ∞;

2. Itération k. Un certain nombre de nœuds (ceux de T ) ont été marqués. On
sélectionne l’élément q ∈ S de label provisoire lq minimum. Soit

q ∈ S|lq = min
j∈S

lj

Ce nœud q est déplacé de l’ensemble S vers l’ensemble T :

T = T ∪ {q}
S = S \ {q}

On remet alors à jour les labels provisoires des éléments de S. Pour tous les
nœuds j ∈ S qui peuvent être atteints directement à partir de q par un seul
arc (q, j), on examine si le chemin menant à j en passant par q ne serait pas
plus court que l’ancien chemin menant à j. Dans ce cas, lj et pj sont remis
à jour comme suit :

Si lq + tqj < lj, alors lj = lq + tqj

et pj = q

3. Terminaison. L’algorithme s’arrête dès que l’on a déterminé le label
définitif du sommet de destination d, c’est-à-dire dès que d ∈ T :
Répéter ii) jusqu’à ce que le sommet de destination d ∈ T .
La distance du plus court chemin de o à d est tout simplement ld.

La justification de cet algorithme est la suivante. Tout chemin venant de T et
allant vers S a une longueur forcément supérieure ou égale à

lp + tpq = lq.
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où p note l’élément précédent q dans le plus court chemin de o à q. Comme pour
rejoindre q, on doit passer par T , la longueur lq est bien la longueur du plus court
chemin menant en q.

Voyons maintenant l’application de cet algorithme sur un exemple. Appliquons
ceci à l’exemple illustré à la figure 4.1. L’application de l’algorithme 4.1 à notre
exemple donne :

Initialisations :

l1 = 0 T = {1} S = {2, 3, 4, 5, 6, 7, 8}
l8 = 1 p8 = 1

l3 = 2 p3 = 1

Itération 1 : l8 = 1 < l3 = 2 ⇒ on marque définitivement l8 = 1 et

T = {1, 8} S = {2, 3, 4, 5, 6, 7}
l5 = 1 + 3 = 4 p5 = 8

l4 = 1 + 3 = 4 p4 = 8

Itération 2 : l3 = 2 < l4 = l5 = 4 ⇒ on marque définitivement l3 = 2 et

T = {1, 3, 8} S = {2, 4, 5, 6, 7}
l6 = 2 + 2 = 4 p6 = 3

Itération 3 : l4 = 4 ≤ l5 = l6 = 4 ⇒ on marque définitivement l4 = 4 et

T = {1, 3, 4, 8} S = {2, 5, 6, 7}
l7 = 4 + 3 = 7 p7 = 4

Itération 4 : l5 = 4 ≤ l6 = 4 < l7 = 7 ⇒ on marque définitivement l5 = 4 et

T = {1, 3, 4, 5, 8} S = {2, 6, 7}

Itération 5 : l6 = 4 < l7 = 7 ⇒ on marque définitivement l6 = 4 et

T = {1, 3, 4, 5, 6, 8} S = {2, 7}
l7 = 4 + 2 = 6 p7 = 6

l2 = 4 + 4 = 8 p2 = 6
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Itération 6 : l7 = 6 < l2 = 7 ⇒ on marque définitivement l7 = 6 et

T = {1, 3, 4, 5, 6, 7, 8} S = {2}
l2 = 6 + 1 = 7 p2 = 7

Itération 7 : l2 = 7 ⇒ on marque définitivement l2 = 7 et

T = {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8} S = ∅
l2 = 6 + 1 = 7 p2 = 7

Le plus court chemin de 1 à 7 est donc de 7 unités. Les distances minimum
t(i) sont indiquées en gras au dessus des nœuds à la figure 4.2.
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Figure 4.2: Calcul du plus court chemin de 1 à 2

Il nous faut maintenant, à partir de la solution, déterminer le chemin optimal.
Ceci peut être fait en retenant à rebours les nœuds qui ont servi à marquer le nœud
de destination à partir du nœud origine.

Algorithme 4.2 Calcul du chemin optimal.

(i) Initialisations. Mettre
Chemin ← ∅.
i = d;

(ii) Boucle. Tant que i �= o faire
début
Soit j = pi

Chemin ← (j| Chemin
i ← j
fin

Dans notre exemple, le plus court chemin est (1, 3, 6, 7, 2).
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4.3 Application : politique optimale de remplacement de véhicule

Nous allons illustrer ici le fait que l’algorithme de Dijkstra permet de résoudre des
problèmes autres que celui du plus court chemin dans un graphe sur un exemple
tiré de Norbert et al [13].

4.3.1 Enoncé du problème de remplacement de véhicule

Un représentant de commerce a besoin d’une voiture pour rendre visite à ses clients,
dont la plupart sont localisés en province. Son employeur lui verse des allocations
destinées à rembourser les frais relatifs à l’achat et à l’entretien de sa voiture.
Le représentant veut élaborer une politique d’achat et de revente de son véhicule
pour les 10 prochaines années. Le problème se pose car le représentant vient de
revendre sa vielle voiture et songe à acquérir une nouvelle voiture neuve pour le
coût de 20 000 dollars. Il a collecté des statistiques sur l’évolution du prix d’achat
des voitures neuves, de leur valeur de revente. Le tableau 4.1 donne les chiffres
ainsi collectés.

Achat Revente à la fin de l’an

Au début Prix 1 2 3 4 5

1 20 000 18 000 16 200 13 770 11 016 8 262

2 20 800 18 720 16 848 14 321 11 457 8 592

3 21 632 19 469 17 522 14 894 11 915 8 936

4 22 497 20 248 18 223 15 489 12 392 9 294

5 23 397 21 057 18 952 16 109 12 887 9 665

6 24 333 21 900 19 710 16 753 13 403 10 052

7 25 306 22 776 20 498 17 423 13 939 10 454

8 26 319 23 687 21 318 18 120 14 496 10 872

9 27 371 24 634 22 171 18 845 15 076 11 307

10 28 466 25 620 23 058 19 599 15 679 11 759

Tableau 4.1: Prix d’achat et valeur de revente (en dollars).

De ce tableau on peut déduire, par exemple qu’une voiture achetée au début de
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l’année 3 et revendue 2 ans plus tard occasionne une perte en dévaluation de :

21 632 − 17 522 = 4 110dollars

Il a également collecté du coût d’entretien annuel. Le tableau 4.2 donne les
chiffres ainsi collectés.

Achat Age du véhicule

au début 1 2 3 4 5

1 1 800 1 600 1 200 1 600 2 200

2 1 872 1 664 1 248 1 664 2 288

3 1 947 1 731 1 298 1 731 2 380

4 2 025 1 800 1 350 1 800 2 475

5 2 106 1 872 1 404 1 872 2 574

6 2 190 1 947 1 460 1 947 2 677

7 2 278 2 025 1 518 2 025 2 784

8 2 369 2 105 1 579 2 105 2 895

9 2 463 2 190 1 642 2 190 3 011

10 2 562 2 277 1 708 2 277 3 131

Tableau 4.2: Coût de l’entretien annuel selon l’âge et la valeur d’achat (en dollars).

De ce tableau, on peut déduire, par exemple qu’une voiture achetée au début
de l’an 4 et vendue 4 ans plus tard coûte en entretien :

2 025 + 1 800 + 1 350 + 1 800 = 6 975 dollars

On cherche la politique de remplacement que le représentant pourra adopter
pour minimiser la somme de ses débours au cours des 10 prochaines années, si
l’on tient pour acquis qu’il remplacera toujours sa voiture revendue par une voiture
neuve et si on ne tient pas compte des effets de l’actualisation. Autrement dit, on
négligera le fait que débourser un dollar dans 3 ans n’est pas la même chose que
débourser un dollar au début de l’horizon de planification.



52 Chapitre 4. Le problème du plus court chemin

4.3.2 Modélisation du problème de remplacement de véhicule

Pour modéliser graphiquement ce problème, il suffit d’associer un sommet à chaque
année de la période de planification. Ce sommet correspond au début de l’année.
Le passage d’une unité de flot sur l’arc s’interprète comme le fait de conserver son
véhicule pendant un certain nombre d’années.

Convenons de noter i le sommet associé au début de l’année i. Le fait qu’une
unité de flot emprunte un l’arc (i, j) représente le fait de revendre au début de
l’an j l’auto achetée en début de l’an i. Autrement dit, cela représente le fait de
conserver le véhicule du début de l’année d’achat i à la fin de l’an j -1.

Pour clarifier les choses, considérons l’an 1. La figure 4.3 représente les choix
qui s’offrent au représentant. Le représentant doit acheter une voiture de 20 000
dollars et la garder au moins une année : une unité de flot sera forcément transmise
jusqu’au sommet 1. Puis, selon le nombre d’années que l’auto sera conservée,
cette unité ira à l’un des sommets suivants : 2, 3, 4, 5 ou 6. Prenons l’exemple de
l’arc (1, 4) : l’auto est conservée du début de l’an 1 à la fin de l’année 3, c’est-à-dire
durant 3 ans. Le représentant subira donc une dévaluation de 20 000 - 13 770 =
6 230 dollars et assume des frais d’entretien de 1 800 + 1 600 + 1 200 = 4 600
dollars, pour un coût total de 10 830 dollars.

3 4 51 2
3 800

7 200

10 830

15 184

6

20�138

Figure 4.3: L’an 1.
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4.3.3 Résolution du problème de remplacement de véhicule

Pour trouver une politique de remplacement optimal, il suffit de résoudre le modèle
de réseau représenté à la figure 4.4.
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Figure 4.4: Problème de remplacement de voiture.

L’application de l’algorithme de Dijkstra est effectuée au tableau 4.3 où les
labels des nœuds aux itérations successives sont donnés. En première ligne, on
donne la valeur de li et en seconde de pi. Le label déclaré définitif à chaque itération
est souligné.

La solution optimale consiste à changer de voiture au début des années 1, 3, 5
et 8 pour un total de débours de 61 910 dollars.
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1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11

0 3 800 7 200 10 830 15 184

de 1 de 1 de 1 de 1

0 3 800 7 200 10 830 15 063 19 591 24 744

de 1 de 1 de 1 de 2 de 2 de 2

0 3 800 7 200 10 830 14 988 18 914 24 624 28 983

de 1 de 1 de 1 de 3 de 3 de 3 de 3

0 3 800 7 200 10 830 14 988 18 914 23 013 27 910 33 483

de 1 de 1 de 1 de 3 de 3 de 4 de 4 de 4

0 3 800 7 200 10 830 14 988 18 914 23 013 27 658 32 752 38 548

de 1 de 1 de 1 de 3 de 3 de 4 de 5 de 5 de 5

0 3 800 7 200 10 830 14 988 18 914 23 013 27 658 32 091 37 388 43 416

de 1 de 1 de 1 de 3 de 3 de 4 de 5 de 6 de 6 de 6

0 3 800 7 200 10 830 14 988 18 914 23 013 27 658 32 091 36 717 42 226

de 1 de 1 de 1 de 3 de 3 de 4 de 5 de 6 de 7 de 7

0 3 800 7 200 10 830 14 988 18 914 23 013 27 658 32 091 36 717 41 910

de 1 de 1 de 1 de 3 de 3 de 4 de 5 de 6 de 7 de 8

0 3 800 7 200 10 830 14 988 18 914 23 013 27 658 32 091 36 717 41 910

de 1 de 1 de 1 de 3 de 3 de 4 de 5 de 6 de 7 de 8

0 3 800 7 200 10 830 14 988 18 914 23 013 27 658 32 091 36 717 41 910

de 1 de 1 de 1 de 3 de 3 de 4 de 5 de 6 de 7 de 8

0 3 800 7 200 10 830 14 988 18 914 23 013 27 658 32 091 36 717 41 910

de 1 de 1 de 1 de 3 de 3 de 4 de 5 de 6 de 7 de 8

Tableau 4.3: Résolution du problème de remplacement de voiture.
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4.4 Exercices

4.1. Calcul du plus court chemin. Utiliser l’algorithme de plus court chemin
pour déterminer le plus court chemin entre le nœud 1 et tous les nœuds du
réseau de la figure 4.5.
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Figure 4.5: Calcul du plus court chemin.

4.2. La location d’un yacht. Un plaisancier loue son yacht durant les vacances
estivales par le biais d’une annonce dans Mer et Vacances. Le bateau est
offert du 1er mai au 31 août et la durée minimum de location est de 15 jours.
Les personnes intéressées doivent indiquer la période de location désirée
et le prix qu’elles sont prêtes à payer pour disposer du yacht pendant cette
période. Le tableau 4.4 reprend l’ensemble des propositions reçues par le
plaisancier cette année en réponse à son annonce.

(a) Représenter le problème sur un graphique de réseau.

(b) Expliquer pourquoi l’algorithme de Dijkstra ne s’applique pas à la
résolution du problème.

(c) Suggérer une procédure de marquage progressive des nœuds qui per-
mette de résoudre le problème. Donner la solution ainsi obtenue.
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Proposition Période Prix proposé

1 1er juillet 31 juillet 60 000

2 1er juillet 31 août 90 000

3 1er mai 31 août 180 000

4 1er juillet 15 juillet 30 000

5 1er août 31 août 55 000

6 16 juillet 15 août 60 000

7 16 mai 15 juillet 80 000

8 1er mai 15 août 175 000

9 1er mai 15 mai 70 000

10 1er mai 15 juin 75 000

11 1er mai 30 juin 100 000

12 1er juin 30 juin 55 000

13 1er juin 15 juillet 70 000

14 16 mai 15 juin 45 000

15 16 juillet 31 août 85 000

16 1er juin 15 juin 50 000

17 16 juin 30 juin 35 000

18 1er juillet 15 juillet 30 000

Tableau 4.4: Propositions de location du yacht.
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Organisation de tournées de véhicules

5.1 Introduction

Considérons le problème de l’organisation d’une tournée pour un véhicule dont
on connaı̂t dès le départ la liste des clients à visiter. Le véhicule doit aller chez
chaque client et revenir à son point de départ en essayant de faire la tournée la plus
courte possible. Il y a de nombreuses applications de ce problème : enlèvement
de colis express, tournée de livraison, tournée d’un représentant de commerce.

Nous verrons à la section suivante la formulation de ce problème connu sous le
nom de problème du voyageur de commerce. Nous verrons ensuite l’algorithme
de résolution spécifique à ce problème. Il s’agit d’une version particulière de la
méthode de branch and bound qui permet de résoudre les problèmes en nombres
entiers. La formulation du problème utilise en effet des variables binaires.

Terminons cette introduction en signalant cet algorithme permet aussi de résou-
dre le problème d’ordonnancement de lots de production dans un atelier spécialisé
en cas de coût de lancement. C’est le cas, par exemple, d’un atelier de peinture
avec nettoyage intermédiaire. Les temps de nettoyage pour passer d’une couleur
à l’autre sont donnés au tableau 5.1. Le problème est ici de déterminer l’ordre de
passage des couleurs qui minimise le temps total de nettoyage.

Couleur couleur suivante
précédente blanc jaune rouge bleu
blanc 0 1 2 3
jaune 6 0 1 2
rouge 8 6 0 1
bleu 10 8 6 0

Tableau 5.1: Temps de nettoyage de la machine.
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5.2 Problème du voyageur de commerce.

On utilisera comme variable l’indicatrice xij qui vaut 1 si le voyageur de commerce
va de la ville idirectement à la ville j, 0 dans le cas contraire. On peut alors exprimer
l’objectif de minimisation du coût total de transport par :

min
n∑

i=1

n∑
j=1

cijxij (5.1)

Les contraintes du problème se formulent alors ainsi :

• On arrive à chaque ville j par un seul chemin :
n∑

i=1

xij = 1, ∀j = 1, . . .n (5.2)

• On quitte chaque ville i par un seul chemin :
n∑

j=1

xij = 1, ∀i = 1, . . .n (5.3)

• Mais ceci ne suffit pas. Il faut éviter les sous-tournées du type de celles
illustrées à la figure 5.1. Ces sous-tournées correspondent à :

x12 = x23 = x31 = x45 = x54 = 1

qui vérifient bien l’ensemble des contraintes des deux types précédents. On

1

2

3

4

5

Figure 5.1: Exemple de sous-tournée

peut éliminer ces deux sous-tournées en imposant :

x12 + x23 + x31 ≤ 2

x45 + x54 ≤ 1

En général, pour éliminer les sous-tours, il faudra imposer :∑
(i,j)∈S

xij ≤ |S| − 1,∀ sous-tourné S (5.4)

Remarquez que le nombre de contrainte de ce type est de 2n − 1.
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5.3 Algorithme de Little

Ce problème peut être résolu par la méthode de “branch and bound” qui permet
de résoudre des problèmes en nombres entiers. Cependant, dans le cas particulier
où les variables sont binaires (ce qui est notre cas), cette méthode se simplifie en
l’algorithme de Little que nous allons présenter ici sur un exemple avec 6 villes.
Les données sont reprises au tableau 5.2 où l’on remarquera que le coût de transport
entre la ville i et la ville j peut être différent entre l’aller et le retour.

Ville Ville d’arrivée min

de départ A B C D E F

A - 1 7 3 14 2 1

B 3 - 6 9 1 24 1

C 6 14 - 3 7 3 3

D 2 3 5 - 9 11 2

E 15 7 11 2 - 4 2

F 20 5 13 4 18 - 4

Tableau 5.2: Coûts de transport entre les villes

La première étape de la méthode consiste en une réduction de la matrice :
on va soustraire le plus petit élément de chaque ligne : on obtient alors la matrice
réduite illustrée au tableau 5.3.

Ville Ville d’arrivée

de départ A B C D E F

A - 0 6 2 13 1

B 2 - 5 8 0 23

C 3 11 - 0 4 0

D 0 1 3 - 7 9

E 13 5 9 0 - 2

F 16 1 9 0 14 -

min 0 0 3 0 0 0

Tableau 5.3: Matrice réduite en lignes

L’interprétation du tableau est simple : on a remplacé chaque coût de transport
entre la ville i et la ville j par la différence entre ce coût de transport et le coût de
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transport le plus faible pour quitter la ville. La somme des coûts minimaux

1 + 1 + 3 + 2 + 4 = 13

correspond donc au coût minimal à charge du voyageur de commerce pour quitter
les six villes. Il s’agit bien sûr d’une borne inférieure sur la valeur de la fonction
objectif, car il y a peut de chance que les six minimum correspondent à une tournée.
Donc le tableau 5.3 s’interprète comme la matrice des coûts à ajouter à 13 !

Remarquons maintenant, en analysant le tableau résultant 5.3, que, pour aller
en C, il faut au moins payer un surcoût de 3. La deuxième étape consiste donc à
soustraire le plus petit élément de chaque colonne. On obtient la matrice réduite
illustrée au tableau 5.4.

Ville Ville d’arrivée

de départ A B C D E F

A - 0 3 2 13 1

B 2 - 2 8 0 23

C 3 11 - 0 4 0

D 0 1 0 - 7 9

E 13 5 6 0 - 2

F 16 1 6 0 14 -

Tableau 5.4: Matrice réduite en lignes et en colonnes

Cette matrice s’interprète donc comme les surcoûts d’arrivées aux villes par
rapport au coût minimal d’arrivée dans chaque ville, ou encore comme le tableau
des coûts de transport à ajouter à la dépense minimum de :

13 + 3 = 16

Nous disposons donc déjà d’une borne inférieure sur la valeur de la tournée opti-
male. D’où le nom de “bound”. Le branchement, c’est-à-dire la partie “branch”, va
consister à examiner si oui ou non on prend le chemin (i, j), ce qui peut être visua-
lisé sur un arbre de branchement, une branche de l’arbre correspondant à prendre
(i, j) dans la tournée, l’autre branche consistant à rejeter (i, j) de la tournée.

Pour commencer l’algorithme, il semble logique de restreindre le choix aux
seuls couples (i, j) qui n’engendre pas de surcoûts. Maintenant, il faut un critère de
choix pour savoir lequel de ces couples prendre en premier. On va ici sélectionner
le couple (i, j) dont la non inclusion dans la solution coûterait le plus cher. On
va donc calculer des pénalités.

Par exemple, si on ne choisit pas le couple minimal (A,B), il faut
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• ajouter au moins un surcoût de 1 pour aller en B sans venir de A, c’est-à-dire
le minimum de la colonne, à part la position (A, B);

• ajouter au moins un surcoût de 1 pour partir de A sans aller en B, c’est-à-dire
le minimum de la ligne, à part la position (A, B).

La pénalité associée au fait que l’on ne prend pas un couple (i,j) minimum se
calcule donc, en général, comme suit :

aij = min
k �=j

cik + min
h �=i

chj

Le tableau 5.5 reprend le calcul de ces pénalités pour tous les couples sans surcoût.

Ville Ville d’arrivée

de départ A B C D E F

A - 0 (2) 3 2 13 1

B 2 - 2 8 0 (6) 23

C 3 11 - 0 (0) 4 0 (1)

D 0 (2) 1 0 (2) - 7 9

E 13 5 6 0 (2) - 2

F 16 1 6 0 (1) 14 -

Tableau 5.5: calcul des pénalités

Pour le choix d’un arc, on va donc prendre le couple qui correspond à la plus
grande pénalité. Ici, il s’agit du couple (B,E). Une tournée n’incluant pas (B,E)
coûterait au moins :

16 + 6 = 22.

Supprimons maintenant la ligne B et la colonne E puisqu’il inutile de sortir de B
par un autre chemin et de rentrer dans E par un autre chemin. Remarquez qu’il
faut à nouveau réduire la matrice et recalculer les pénalités. Il faut également
rendre (E,B) impossible pour éviter le sous-tour (B,E) puis (E,B). On obtient le
tableau 5.6.

Illustrons maintenant l’étape de branchement. On a branché sur le choix
prendre (B,E) dans la solution. On aurait également pu ne pas le prendre, ce que
nous notons (B, E). La figure 5.2 illustre le branchement sur BE.

On voit ici immédiatement l’intérêt du branchement. On est passé d’un
problème à 6 villes à un problème à 5 villes. Donc, des 5! = 120 tournées initiales,
il n’y a plus que 4!=24 tournées à examiner.
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Ville Ville d’arrivée

de départ A B C D F

A - 0 (2) 3 2 1

C 3 11 - 0 (0) 0 (1)

D 0 (3) 1 0 (3) - 9

E 13 - 6 0 (2) 2

F 16 1 6 0 (1) -

Tableau 5.6: Choix de (B, E) : nouvelle matrice réduite.

(B, E), z = 22 (B,E), z = 16

Figure 5.2: Branchement sur BE

Illustrons maintenant l’étape de bornement de la fonction objectif. Si l’on
se dirige dans la branche (B, E), on encourra au moins un coût de :

z = 16 + 5 = 22

Si l’on se dirige dans la branche (B, E), on encourra au moins un coût de :

z = 16 + 0 = 16,

le zéro provenant du fait que le minimum par colonne et par ligne dans la réduction
de la matrice sans la la ligne B et la colonne E était zéro. On a donc, dans chaque
cas, une borne inférieure sur la valeur optimale de la fonction objectif.

La première question qui se pose maintenant pour continuer est la suivante :
“Quel nœud diviser (B, E) ou (B, E) ?” Comme les tournées incluant (B, E)
sont de coût supérieur ou égal à 16 et celles incluant (B, E) sont de coût supérieur
ou égal à 22, et que l’on minimise, on va brancher sur (B, E).

La seconde question qui se pose maintenant est la suivante : “Comment diviser
le nœud (B, E) ?” On va déterminer sur le tableau résiduel, le couple (i, j) pour
lequel la nouvelle pénalité est la plus forte. Il y en a deux de pénalité 3. On peut
choisir, par exemple, (D, A). On va donc brancher sur (D, A). Ceci est illustré à
la figure 5.3.

Le coût minimal de (B, E) puis (D, A) est de

z = 16 + 3 = 19
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(B, E), z = 22 (B,E), z = 16

(D,A), z = 19 (D,A), z = 19

Figure 5.3: Branchement sur (D, A)

Calculons maintenant le coût minimum de la séquence (B, E) puis (D, A). Pour
cela, il faut éviter le départ de D vers une autre ville en supprimant la ligne D.
Il faut aussi éviter l’arrivée en A venant d’une autre ville que D en supprimant la
colonne A. Enfin, il faut également éviter le sous-tour (D, A), (A, D) en mettant
un coût infini pour (A, D). On obtient après ces trois étapes le tableau 5.7.

Ville Ville d’arrivée

de départ B C D F

A 0 3 - 1

C 11 - 0 0

E - 6 0 2

F 1 6 0 -

Tableau 5.7: Choix de (B, E) puis (D, A)

Il faut ensuite réduire la matrice et recalculer les pénalités : on obtient le tableau
5.8. Le coût minimal associé à (B, E) puis (D, A) est donc de

z = 16 + 3 = 19,

où le 3 est la somme des minimum de ligne et colonne lors de la réduction.

On itère maintenant.

Question 1 : quel nœud diviser ? Les choix (D, A) et (D, A) sont équivalents
mais pour (D, A), deux arcs ont déjà été sélectionnés. On va donc choisir (D, A).

Question 2 : comment diviser le nœud ? On va prendre le couple de pénalité
maximum, c’est-à-dire (A, C) qui a une pénalité de 3. Ceci est illustré à la figure
5.4.

Le coût minimum de (B, E), (D, A) puis (A, C) est donc de :

z = 19 + 3 = 22.
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Ville Ville d’arrivée

de départ B C D F

A 0(1) 0(3) - 1

C 11 - 0(0) 0(1)

E - 3 0(2) 2

F 1 3 0(1) -

Tableau 5.8: Choix de (B, E) puis (D, A) : réduction et calcul des pénalités

(D,A), z = 19

(A,C), z = 22(A, C), z = 20

Figure 5.4: Branchement sur AC

Pour déterminer le coût minimum de (B, E), (D, A) puis (A, C), il faut

• éviter le départ de A vers une autre ville en éliminant la ligne A;

• éviter l’arrivée en C venant d’une autre ville en éliminant la colonne C;

• éliminer l’arc (C, A) pour éviter le sous-tour (A, C) puis (C, A);

• éliminer (C, D) pour éviter le sous-tour (D, A), (A, C) puis (C, D). On
obtient la matrice illustrée au tableau 5.9.

Ville Ville d’arrivée
de départ B D F

C 11 - 0
E - 0 2
F 1 0 -

Tableau 5.9: Choix de (B, E), (D, A) et (A, C)

• réduire la matrice : on obtient la matrice illustrée au tableau 5.10.

Le coût minimal associé à ce choix est donc de

z = 19 + 1 = 20,
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Ville Ville d’arrivée
de départ B D F

C 10 - 0
E - 0 2
F 0 0 -

Tableau 5.10: Choix de (B, E), (D, A) et (A, C) : matrice réduite.

le 1 étant la somme des minimum en ligne et en colonne. Ce coût est supérieur au
coût minimal de la séquence (B, E), (D, A). Donc, on va poursuivre l’exploration
à partir de (D, A). Pratiquement, on va éviter (D, A) mettant un coût infini pour
(D, A). Ceci est fait au tableau 5.11.

Ville Ville d’arrivée

de départ A B C D F

A - 0 3 2 1

C 3 11 - 0 0

D - 1 0 - 9

E 13 - 6 0 2

F 16 1 6 0 -

Tableau 5.11: Choix de (B, E) puis (D, A)

Il faut ensuite procéder à la réduction de la matrice. Ceci est fait au tableau
5.12.

Ville Ville d’arrivée

de départ A B C D F

A - 0(2) 3 2 1

C 0(10) 11 - 0(0) 0(1)

D - 1 0(4) - 9

E 10 - 6 0(2) 2

F 13 1 6 0(1) -

Tableau 5.12: Choix de (B, E) puis (D, A) : matrice réduite et pénalités

Question 2 : comment diviser le nœud ? On va prendre le couple de pénalité
maximum, c’est-à-dire (C, A) avec une pénalité de 10. On obtient l’arbre illustré
à la figure 5.5.
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(B, E), z = 22 (B,E), z = 16

(D,A), z = 19 (D,A), z = 19

(A,C), z = 22(A, C), z = 20(C,A), z = 29 (C,A), z = 20

Figure 5.5: Arbre

Calculons maintenant le coût minimum associé à (C, A). Pour cela, il faut
éviter le départ de C vers une autre ville en éliminant la ligne C. Il faut aussi éviter
l’arrivée en A venant d’une autre ville en éliminant la colonne A. Enfin, il faut
éliminer l’arc (A, C) pour éviter le sous-tour (A, C) puis (C, A). On obtient le
tableau 5.13 Ensuite, il faut réduire la matrice : ceci est fait au tableau 5.14.

Ville Ville d’arrivée

de départ B C D F

A 0 - 2 1

D 1 0 - 9

E - 6 0 2

F 1 6 0 -

Tableau 5.13: Choix de (B, E), (D, A) puis (C, A)

Ville Ville d’arrivée

de départ B C D F

A 0 - 2 0

D 1 0 - 8

E - 6 0 1

F 1 6 0 -

Tableau 5.14: Choix de (B, E), (D, A) puis (C, A) : matrice réduite.
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D’où le coût minimal de :

z = 19 + 1 = 20.

Donc même valeur que (A, C).

On a donc le choix entre diviser le nœud (C, A) ou le nœud (A, C). Cependant,
comme ce dernier comporte déjà trois arcs choisis, on peut supposer qu’il aura
moins de sous-nœuds à examiner. On va donc ensuite effectuer le branchement
sur (A, C). Ce qui donne lieu à la nouvelle matrice illustrée au tableau 5.15.

Ville Ville d’arrivée

de départ B D F

C 10 - 0 (12)

E - 0(2) 2

F 0(10) 0(0) -

Tableau 5.15: Choix de (B, E), (D, A), (A, C).

Question 2 : comment diviser le nœud ? On choisit le couple (C, F ) de pénalité
maximum 12. Ne pas prendre (C, F ) conduit à un coût minimum de

z = 20 + 12 = 32.

Prendre (C, F ) conduit à considérer le tableau illustré en 5.16 où (F, D) est éliminé
car on a (B, E), (D, A), (A, C), et (C, F )

Ville Ville d’arrivée

de départ B D

E - 0

F 0 -

Tableau 5.16: Nouvelle matrice

Ce tableau nous indique que l’on choisit automatiquement (E, D) et (F, B).
On a donc déterminé la tournée optimale :

A, C, F, B, E, D

avec z = 20. Il est en effet inutile de poursuivre les calculs aux autres branches.
On n’obtiendrait pas mieux que 20.
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5.4 exercices

5.1. Tournées de véhicules. Considérons le problème d’organisation des tour-
nées de véhicules pour la collecte des déchets. La collectivité locale dispose
de 12 véhicules pour collecter dans 4 villes. Ces véhicules sont attribués à
chaque ville : 4 à la ville 1, 3 à la ville 2, 1 à la ville 3 et 4 à la ville 4. Les

Vers ville 1 ville 2 ville 3 ville 4 incinérateur

De la ville 1 0 10 ∞ ∞ 45

De la ville 2 10 0 5 ∞ ∞
De la ville 3 ∞ 5 0 5 20

De la ville 4 ∞ ∞ 5 0 ∞
De l’incinérateur 45 ∞ 20 ∞ 0

Tableau 5.17: Temps de parcours

temps de trajets entre ces villes et l’incinérateur sont donnés au tableau 5.17.
On veut minimiser le temps total pour aller à l’incinérateur.

(a) Représenter le problème sur un graphique de réseau.

(b) Formuler mathématiquement le problème.

5.2. Coûts de lancement Les coûts de lancement en production de produits
chimiques A, B, C, D, E et F varient en fonction du produit fabriqué précé-
demment en fonction du tableau ci-dessous.

Produit Coût de lancement

précédent A B C D E F

A - 10 6 8 4 6

B 3 - 1 4 7 8

C 5 12 - 8 18 13

D 5 9 5 - 8 15

E 8 5 16 7 - 2

F 2 4 22 7 18 -

Calculez l’ordonnancement de la production qui minimise la somme des
coûts de lancement.



Chapitre 6

Problèmes de localisation

6.1 Introduction

Dans ce chapitre, on va considérer le problème de la détermination d’un ou plusieurs
points d’un réseau en vue d’optimiser des fonctions qui dépendent de la distance.
Le problème est motivé par de nombreuses applications pratiques. Par exemple, la
localisation d’un centre de production de manière à minimiser les coûts de transport
ou la localisation d’un centre d’intervention d’urgence de manière à minimiser le
temps d’intervention auprès de l’habitant de la zone le plus éloigné du centre.

A ces deux exemples correspondent deux types différents d’objectif.

Dans le premier cas, l’objectif est de minimiser la somme (éventuellement
pondérée) des distances entre la facilité que l’on veut installer (par exemple, le
centre de production) et un ensemble de points du réseau (ceux où sont localisés
les fournisseurs et les clients). On parle alors de problème de la médiane ou
encore de problème minisum.

Soit on veut minimiser la plus grande des distances entre la facilité (par exemple,
le poste avancé de secours d’urgence) et les points de demande (les points d’appels
possibles). On parle alors de problème du centre ou encore de problème minimax.

Pour un aperçu de ces différents problèmes, de leur généralisation et des al-
gorithmes, on se référera à l’article de Hansen et al[7] qui contient également une
liste assez complète de références bibliographiques sur le sujet. Nous reprenons
ici les deux cas de base dans le cas où l’on veut localiser une seule facilité et où
les demandes sont situées aux seuls nœuds du réseau.

Remarquons que, souvent, la décision de localisation d’un centre de production
ou de distribution est une décision multicritère. En effet, elle dépend de :

• la localisation des clients : il faut minimiser les coûts de transport vers
ceux-ci;

69
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• la disponibilité et le coût de la main d’œuvre;

• la disponibilité des matières premières;

• les aides nationales et locales à l’investissement;

• la volonté de pénétrer un marché local difficile;

• la qualité des hôpitaux, la qualité du cadre de vie,. . .

A titre d’exemple, on peut citer la localisation d’une nouvelle usine TOYOTA près
de Valenciennes, qui est située au cœur de l’Europe et dans le pays européen le plus
protectionniste en faveur de ses marques nationales. Cet exemple illustre aussi bien
la volonté de pénétré un marché local difficile que l’influence des aides régionales
à l’investissement : plus d’un tiers de l’investissement initial a été financé par la
région Nord Pas de Calais afin de réduire le taux de chômage important dans la
région.

L’importance relative de ces critères dépend du type d’activité à localiser :

• localiser un super-marché : les coûts de transport et l’attraction des clients
sont prépondérants;

• localiser une usine : le coût de la main d’œuvre et la disponibilité des
matières premières sont prépondérants.

Les modèles de localisation optimale considèrent généralement un seul critè-
re. Deux techniques sont appliquées suivant l’objectif poursuivi : la technique de
gravité si on veut minimiser les coûts totaux de transport ou celle de discrétisation
si on veut minimiser le temps d’accès au client le plus éloigné :

• La technique du centre de gravité. Si l’on veut minimiser le nombre total de
tonnes-kilomètres de produit transporté, on a intérêt à se situer au centre de
gravité des clients et fournisseurs. Par exemple, dans la localisation d’une
usine de production de bétons, on a intérêt à se situer au centre de gravité
des carrières et des gros clients.

• La méthode de discrétisation. Lorsque le critère temps d’accès est le plus
important, on aura recours le plus souvent à des emplacements multiples afin
d’avoir un bon accès à tous. Par exemple, lors de la localisation d’un centre
d’intervention de pompiers, on veut minimiser le temps d’accès au client le
plus éloigné. Ce qui conduit à implanter des antennes décentralisées.

Nous allons maintenant voir comment calculer le centre de gravité.
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6.2 Technique du centre de gravité

A la figure 6.1, on a représenté la localisation dans le plan des différents clients et
des différents fournisseurs de matière première. Notons :
MPi, le nombre de tonnes de matière première à aller chercher en i;
Clj , le nombre de tonnes de produits finis à conduire chez le client j;
ri, le coût de transport d’une tonne de matière première venant de i;
Rj , le coût de transport d’une tonne de produit fini chez j.

Cl1

Cl2

Cln

MP1

MP2

MPm

Figure 6.1: Centre de gravité

Le centre de gravité est le point (x∗, y∗) qui minimise la somme des coûts de
transport des matières premières et des produits finaux en supposant des distances
en ligne droite et des coûts linéaires :

x∗ =

m∑
i=1

rixiMPi +
m∑

j=1

RjxjClj

m∑
i=1

riMPi +
m∑

j=1

RjClj

y∗ =

m∑
i=1

riyiMPi +
m∑

j=1

RjyjClj

m∑
i=1

riMPi +
m∑

j=1

RjClj

où (xi, yi) et (xj, yj) notent les coordonnées cartésiennes de la localisation respec-
tivement du fournisseur i et du client j.

Illustrons ceci par un exemple illustré à la figure 6.2 où l’on suppose qu’au point
P1 se trouve un client de demande unitaire, au pointP2, un client de demande double
du premier et enfin au point P3 un autre client de demande unitaire. On suppose un
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coût de transport au kilomètre égal à un euro. On veut se localiser au barycentre
des clients.

x1

x2

0 1 2 3 4 5 6 7 8

5

4

3

2

1

0

P0

P1

P2

P3

Figure 6.2: Calcul du centre de gravité

Les coordonnées des localisations des clients sont :

(x1, y1) = (0, 2)

(x2, y2) = (5, 4)

(x3, y3) = (6, 2)

Calculons les coordonnées du barycentre, que nous noterons (x0, y0) :

x0 =
0 × 1 + 5 × 2 + 6 × 1

1 + 2 + 1
= 4

y0 =
2 × 1 + 4 × 2 + 1 × 2

1 + 2 + 1
= 3

Il s’agit du point P0 à la figure 6.2.

Remarquez que, comme le souligne Giard [5], ce point, encore appelé bary-
centre, est à utiliser avec précaution pour plusieurs raisons :

• Les distances réelles ne sont pas euclidiennes, la topographie et les ca-
ractéristiques du réseau routier jouant un rôle important,

• La localisation finale doit tenir compte de la qualité de l’accès au réseau
routier et au bassin d’emploi dans lequel le personnel devra être recruté,

• Le coût de transport n’est pas proportionnel à la distance et au volume à
acheminer : une analyse plus fine s’appuyant sur une simulation des tournées
et une explicitation des charges variables et fixes s’impose avant le choix
définitif.
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6.3 Le problème du centre

Il s’agit ici de localiser sur le réseau une facilité, les clients étant localisés aux
nœuds du réseau de manière à minimiser la distance au client le plus éloigné.
Nous allons ici introduire unnouveau concept de réseau. En effet, si on veut
pouvoir localiser une facilité non pas uniquement en un nœud du réseau mais
également le long d’un arc, il faut associer une fonction mesure le long de chaque
arc. Nous noterons R un réseau modélisé par un graphe G = (N, A) où chaque
arc est muni d’une fonction distance.

6.3.1 Fonction mesure le long d’un arc

La mesure le long de l’arc peut être définie de la manière suivante. Tout d’abord
notons l’arc allant du nœud ni au nœud nj de manière suivante [ni, nj]. La longueur
de l’arc [ni, nj] est notée lij . Chaque point x du réseau R appartient à un arc mais
peut ne pas être un nœud. A chaque x ∈ [ni, nj] correspond une et une seule
valeur θij(x) ∈ [0, 1] indiquant la proportion de l’arc déjà parcourue en allant de
ni à x (voir figure 6.3).

0

θij ( )

1

ni nj

x

x

Figure 6.3: Distance entre deux points.

La fonction inverse est notée x(θ). Illustrons ceci sur un exemple. A la figure
6.2, considérons l’arc reliant les deux points P1 et P3 de coordonnées respectives :

(x1, y1) = (0, 2)

(x3, y3) = (6, 2)

Les coordonnées de n’importe quel point x = (x, y) de ce segment peuvent se
calculer en fonction de θ comme suit :

x = θ × 0 + (1 − θ) × 6

y = θ × 2 + (1 − θ) × 2

avec θ ∈ [0, 1]. On peut vérifier, par exemple, que le point à mi-chemin des deux
nœuds correspond à θ = 1/2.
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6.3.2 Propriété de la fonction de distance

La distance entre un point donné du réseau x̄ et un point variable x le long d’un
arc [ni, nj] jouit des propriétés mathématiques suivantes.

Théorème 6.1 Soit x̄ un point donné du réseau R et x = xij(θ) ∈ [ni, nj]. Alors
la fonction de distance d(x̄, x) est une fonction de θ

i) continue et concave sur [0, 1];
ii) linéaire croissante de pente lij sur [0, θ̄ij] ;

iii) linéaire décroissante de pente −lij sur [θ̄ij, 1] , où

θ̄ij =
lij + d(x̄, nj) − d(x̄, ni)

2lij

La forme de la fonction distance est illustrée à la figure 6.4.

d( , ni)

θij 10

d( , nj)x

x

Figure 6.4: Forme de la fonction distance.

Preuve : On peut justifier ces résultats de la manière suivante. Considérons le
graphe de la figure 6.5.

On peut calculer le plus court chemin de x̄ fixé aux deux extrémités de l’arc
[ni, nj] soit d(x̄, ni) et d(x̄, nj) respectivement. La distance de x aux extrémités de
l’arc [ni, nj] sur lequel il est situé est fonction du paramètre θ. On a respectivement :

d(x, ni) = θlij et d(x, nj) = [1 − θ]lij.

La distance de x̄ à x est donc

d(x̄, x) = d(x̄, ni) + d(x, ni) = d(x̄, ni) + θlij
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= ij(θ)

θ

0 1

ni nj

x

x

x

Figure 6.5: Calcul de la distance de x à x̄.

pour autant que le passage par ni soit plus court que celui par nj , c’est-à-dire que :

d(x̄, ni) + d(x, ni) ≤ d(x̄, nj) + d(x, nj)

c’est-à-dire tant que

d(x̄, ni) + θlij ≤ d(x̄, nj) + [1 − θ]lij

ou encore tant que

θ ≤ lij + d(x̄, nj) − d(x̄, ni)

2lij
= θ̄ij (6.1)

Dans ce cas, on a bien que la distance est une fonction affine de θ de pente lij . Au
delà de θ̄ij =, on a que

d(x̄, x) = d(x̄, nj) + d(x, nj) = d(x̄, nj) + [1 − θ]lij

il s’agit donc bien d’une fonction affine de θ de pente −lij . �.

6.3.3 Le problème du centre absolu

Il s’agit du point du réseau qui minimise la distance au nœud le plus éloigné :

Définition 6.1 Le point c ∈ R est un centre absolu si et seulement si

G(c) = max
i=1,...n

d(ni, c) ≤ G(x) = max
i=1,...n

d(ni, x), ∀x ∈ R (6.2)
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0 1

G( )x

Figure 6.6: Graphe de G(x).

Notez que les points centraux absolus peuvent être strictement le long d’un arc
[ni, nj] sans que tout le segment ne soit un centre absolu. En effet, la fonction G(x)
est, par définition, l’enveloppe supérieure d’un nombre fini de fonctions continues
linéaires par morceaux de θij(x). Elle est donc elle-même linéaire par morceaux
et continue comme l’illustre la figure 6.6. On en déduit l’algorithme suivant :

Algorithme 6.1 Calcul des centres absolus.

(i) Pour tout arc de A, tracer G(x) et déterminer les minima locaux de G.

(ii) Sélectionner la plus petite des valeurs ainsi obtenues et soit c un point
correspondant à ce minimum .

Pour terminer ce chapitre, nous allons illustrer, sur un exemple, l’utilité de la
programmation mathématique dans les décisions de localisation.

6.4 Utilisation de la programmation mathématique

Cet exemple est tiré de Mac Clain et al [12]. Les différentes données du problème
sont reprises au tableau 6.1. Les coûts de transport entre les différentes usines et
les différents clients sont donnés en dollars par kg. Les demandes des clients sont
données en millions de kg par jour. Les coûts de production sont donnés en dollars
par kg. Les capacités de production sont données en millions de kg par jour. On
veut déterminer le plan de distribution qui minimise les coûts de production et les
coûts de transport.

Nous allons formuler le problème comme un problème d’optimisation :

• Choix des variables. Notons xij , le nombre de millions de kg produits à
l’usine i et livrés au client j.
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Vers le Coût de l’usine (dollars/kg) Demande du client

le client A B C (106 kg/jour)

1 0,021 0,039 0,035 0,5

2 0,024 0,029 0,034 0,8

3 0,019 0,040 0,029 0,5

4 0,048 0,027 0,026 0,9

5 0,037 0,024 0,032 0,9

6 0,029 0,023 0,041 0,8

7 0,020 0,041 0,032 0,6

8 0,041 0,034 0,019 0,6

9 0,050 0,034 0,018 0,8

10 0,047 0,035 0,018 0,7

Coût de production 0,347 0,326 0,351
(dollars/kg)

Capacité de production 1,8 4 1,6
(106 kg/jour)

Tableau 6.1: Coûts, demandes et capacités

• Expression de l’objectif. Il s’exprime simplement par :

min
3∑

i=1

10∑
j=1

cijxij

avec cij , le coût de fourniture d’un million d’unités de l’usine i vers le client
j. Ce coût est la somme du coût de production et du coût de transport.

• Expression des contraintes. Elles sont de deux types :

– “Respecter la capacité de l’usine i, soit CAPi” :

10∑
j=1

xij ≤ CAPi

– “Satisfaire la demande du client j, soit DEMj” :

3∑
i=1

xij = DEMj
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La solution optimale peut être trouvée par l’algorithme du Simplexe puisqu’il
s’agit d’un problème purement linéaire. Examinons maintenant le problème de la
localisation d’une nouvelle usine. Supposons que l’usine C doive être remplacée.
Les alternatives possibles sont :

1. Accroı̂tre l’usine B à 6 millions de kg par jour.

2. Construire une nouvelle C de 2 millions de kg/jour.

3. Construire une nouvelle C de 4 millions de kg/jour.

Leurs coûts respectifs sont donnés au tableau 6.2.

Les alternatives coût fixe coût marginal

6 millions B 18 millions dollars 0,326

2 millions C 18 millions dollars 0,335

4 millions C 34 millions dollars 0,320

Tableau 6.2: Données de coût des alternatives

Effectuons une comparaison des 3 alternatives et de la situation actuelle. Il
s’agit de résoudre successivement quatre problèmes linéaires notés (LP1) à (LP4)
au tableau 6.3. Ceci peut à nouveau être fait avec l’algorithme du Simplexe. Dans
la colonne “coût journalier”, on donne la somme du coût de production et du coût
de transport, hors frais fixes d’investissement.

Les alternatives coût journalier coût fixe

(LP1) situation actuelle 2 561 600

(LP2) 6 millions B 2 547 300 18 millions

(LP3) 2 millions C 2 533 100 18 millions

(LP4) 4 millions C 2 469 700 34 millions

Tableau 6.3: Données de coût des alternatives

Une première conclusion qui peut être tirée de ce tableau est que (LP2) peut
être éliminé car ayant un coût fixe identique à celui de (LP3), une alternative qui
a un coût journalier inférieur. Calculons l’économie de (LP3) sur 300 jours de
production par rapport à la situation actuelle :

(2 561 600 − 2 533 100) × 300 = 8 555 000

Soit une économie de 8,555 millions par an pour un investissement initial de 18
millions de dollars. Cet investissement est certainement rentable.
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Calculons maintenant l’économie additionnelle de (LP4) par rapport à (LP3) :

(2 533 100 − 2 469 700) × 300 = 19 020 000

Soit un économie additionnelle de 19,020 millions par an pour un investissement
additionnel de 16 millions de dollars. A nouveau, cet investissement est hautement
profitable. On choisira donc la solution (LP4) : construire la nouvelle usine C à
4 millions de kg par jour. Remarquons que, dans la solution de (LP4), l’usine A
n’est plus utilisée du tout et peut être fermée.

6.4.1 Utilisation de variables binaires

Enfin, terminons ce chapitre en illustrant l’importance de l’utilisation de variable
binaires dans les décisions de choix de capacité. Prenons l’exemple de l’ouver-
ture éventuelle d’une nouvelle usine D de 2 millions de capacité. La décision
d’ouverture de la nouvelle usine peut être modélisé par la variable binaire :

y4 ∈ {0, 1}

avec y4 valant 1 si l’usine D est ouverte et zéro sinon.

Cette variable binaire interviendra dans la contrainte de capacité de la nouvelle
usine comme suit :

10∑
j=1

x4j ≤ 2y4

En effet, si l’usine D est fermée, le membre de droite est nul et rien ne peut sortir
de l’usine.

Cette variable interviendra aussi dans la fonction objectif. En effet, à la somme
des coûts de transport, on peut ajouter le coût fixe du nouvel investissement. Ceci
conduit à l’expression suivante pour l’objectif :

min z =
4∑

i=1

10∑
j=1

cijxij +
4∑

i=2

Kiyi

où Ki est le coût fixe d’ouverture de l’usine i.

Remarquez enfin que l’utilisation de variables binaire conduit à un problème en
nombres entiers. Il s’agit d’un problème plus difficile à résoudre que les problèmes
linéaires (LP1) à (LP4). Il peut être résolu par application de la méthode de “branch
and bound” qui sera vue dans le cours de Recherche Opérationnelle en maı̂trise.
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6.5 Exercices

6.1. Localisation optimale d’émetteurs de télévision. Etant donné une région
comportant quatre villes (Lille, Dunkerque, Valenciennes et Basieux), on
veut savoir où implanter, parmi divers emplacements disponibles (au nombre
de 5), un ensemble d’émetteurs de télévision susceptibles de desservir ces
différentes villes au moindre coût. La dernière colonne représente le coût
de construction de chaque émetteur. Chaque ville doit être desservie par au

Ville Lille Dunkerque Valenciennes Basieux Coût
Emetteur 1 1 1 25
Emetteur 2 1 1 30
Emetteur 3 1 1 15
Emetteur 4 1 1 35
Emetteur 5 1 1 1 90

Tableau 6.4: Accessibilité des villes à partir des émetteurs.

moins un émetteur. Formuler mathématiquement le problème.

6.2. Calcul du centre. Considérons le réseau illustré à la figure 6.7 constitué de
quatre grande villes (aux quatre sommets). Les distances entre les villes y
sont indiquées. On décide de construire un centre d’intervention d’urgence
entre la ville 3 et la ville 4 de manière à minimiser la distance à la ville la
plus éloignée.

0 1

x1
x2

x3 x4
x

θ

3

2

4

5

Figure 6.7: Centre de gravité

(a) Déterminer les quatre fonctions distances d’un point x sur le côté de 3
à 4 et les 4 villes.

(b) Déterminer le centre en minimisant la fonction G(x).
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Chapitre 7

Problèmes d’affectation optimale

7.1 Introduction

Nous allons voir ici comment les problèmes d’affectation optimale des res-
sources peuvent se formuler comme des problèmes de transport simple mais avec
la particularité supplémentaires que les flux voudront 0 ou 1. Prenons un exemple.

On veut affecter 4 personnes à 4 postes de travail. Leurs compétences sont
telles que la première personne, par exemple, ne peut travailler que sur les postes
de travail 1 ou 2, la seconde sur les postes 2 ou 3, la troisième sur les postes 1, 3 ou 4
et la quatrième, sur les postes 3 ou 4. De plus la première personne a une efficacité
double si on la met au premier poste de travail plutôt qu’au second. Ainsi de suite
pour les autres. On détermine ainsi l’efficacité de chaque personne à chaque poste
où elle est susceptible d’être affectée.

On peut représenter le problème par un réseau de transport bipartite où les
sommets origine désignent les personnes et les sommets destination, les postes.
On trace des arcs entres les personnes et les postes uniquement dans le cas où
l’affectation de la personne au poste est possible. Ceci est fait pour notre exemple
à la figure 7.1.

3

2

1

3

1

2

4 4

Figure 7.1: Problème d’affectation.
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7.2 Formulation du problème

On suppose que l’on a n personnes pour pourvoir n postes. On représente le
problème par un graphe bipartite où les sommets origines désignent les personnes
et les sommets destination, les postes (voir figure 7.2).

1

2

n

1

2

Personnes Postes

E S

1
1

n

1

1
1

1

Figure 7.2: Problème d’affectation.

Les variables du problèmes sont les flux dans les arcs de transport. Ces variables
s’interprètent comme suit :

fij =

{
1 si la personne i est affectée au travail j,
0 sinon.

Les contraintes sont celles d’un problème de transport simple. Les bornes
supérieures égales à 1 garantissent que les personnes ne sont pas employées au
delà de 100% :

n∑
j=1

fij ≤ 1 i = 1, . . .n

Les bornes inférieure égale à 1 garantissent que tous les postes sont pourvus :

n∑
i=1

fij ≥ 1 j = 1, . . .n

L’objectif est de maximiser l’efficacité générale de l’affectation des personnes
aux postes. En notant tij le temps mis par la personne i pour effectuer la tâche au
poste j, l’objectif peut s’écrire sous la forme suivante :

z = min
n∑

i=1

n∑
j=1

tijfij
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7.3 Résolution du problème d’affectation

Plusieurs algorithmes existent pour résoudre ce problème. Le lecteur intéressé en
trouvera quelques uns dans l’ouvrage de AHUJA et al [1]. Un de ceux-ci, que nous
allons présenter ci-dessous est l’algorithme de plus courts chemins successifs.
L’algorithme de plus courts chemins successifs permet de résoudre une classe plus
large de problème : le problème du flot à coût minimum.

7.3.1 Algorithme de plus courts chemins successifs

Le principe de l’algorithme est le suivant. A chaque étape, on dispose d’une
solution f qui satisfait les conditions de non négativité et de capacités des arcs mais
pas nécessairement les conditions de conservation de la matière aux nœuds.

Définition 7.1 Un pseudoflotf satisfait les contraintes de capacités et de positivité
des flux. On définit l’excès au nœud i, soit e(i) comme suit

e(i) = s(i) +
∑

k|(k,i)∈A

fki − d(i) −
∑

j|((i,j)∈A

fij

Donc e(i) est la partie de l’offre au nœud i qui n’est pas encore portée plus loin.

Le principe de l’algorithme est à chaque étape de sélectionner un nœud s
avec un excès d’offre et un nœud t avec une demande non satisfaite et d’envoyer
du flot de s à t le long d’un plus court chemin du réseau résiduel (voir chapitre 1
pour la notion de réseau résiduel).

On va illustrer l’algorithme sur l’exemple de la figure 7.3 où la notation des
arcs est la suivante :

(cπ
ij, rij)

où cπ
ij dénote le coût réduit de l’arc qui, pour rappel, se calcule comme suit :

cπ
ij = cij − πi + πj

et rij note la capacité résiduelle. Initialement, tous les flots sont mis à zéro ainsi
que tous les potentiels aux nœuds :

fij = 0 ∀(i, j) ∈ A

πi = 0 ∀i ∈ N

Ainsi, on peut calculer facilement les excès de demande aux nœuds :

e(i) = s(i) − d(i)
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Ce qui donne ici e(1) = 4, e(2) = 0, e(3) = 0 et e(4) = 0. On définit les deux
ensembles E des nœuds avec excès d’offre et D avec excès de demande :

E = {i|e(i) > 0}
D = {i|e(i) < 0}

Au départ, on a donc (voir figure 7.3) : E = {1} et D = {4}.

41
s1 = 4

d4 = 4

(2,4)

2

3

(3,3)

(1,5)(2,2)

(1,2)

(cπ
ij, rij)=

e(1) = 4

π(1) = 0

e(2) = 0

π(2) = 0

e(3) = 0

π(3) = 0

e(4) = -4

π(4) = 0

Figure 7.3: Algorithme de plus courts chemins successifs.

Algorithme 7.1 Algorithme de plus courts chemins successifs. Tant que E �= ∅,
on sélectionne k ∈ E et l ∈ D. On détermine les plus courtes distances d(j) du
nœud source k vers tous les nœuds du réseau résiduel G(f) sur base des coûts
réduits cπ

ij . Soit P le plus court chemin du nœud k au nœud l. On met à jour :

pi(i) = π(i) − d(i), ∀i ∈ N

et on calcule le flux maximum que l’on peut faire passer le long du chemin par

δ = min{e(k),−e(l), rij∀(i, j) ∈ P}

On augmente le flot le long de P de δ. On met à jour le réseau résiduel G(f), les
ensembles E, D et les coûts réduits.

Appliquons ceci à l’exemple. A l’itération 1, on sélectionne k = 1 et l = 4.
Ensuite, on détermine, par l’algorithme de Dijkstra, les plus courtes distances du
nœud 1 au nœud i, soit d(i), en se basant sur les coûts réduits. On obtient :

d = (0, 2, 2, 3)
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et le plus court chemin P = 1− 3− 4. On met à jour les potentiels aux nœuds par
la formule π = π − d. On obtient ainsi

π(1) = 0, π(2) = −2, π(3) = −2, π(4) = −3.

On calcule le flot maximum que l’on peut faire passer le long du chemin :

δ = min{4, 4, 2, 5} = 2

On peut donc augmenter de 2 unités le flux le long des arcs du chemin

f13 = 2 et f34 = 2

On remet à jour le réseau résiduel G(f) (voir figure 7.4) ainsi que les ensembles

41
s1 = 4

d4 = 4

(0,4)

2

3

(2,3)

(0,3)(0,2)

(1,2)

(cπ
ij, rij)=

e(1) = 2

π(1) = 0

e(2) = 0

π(2) = -2

e(3) = 0

π(3) = -2

e(4) = -2

π(4) = -3

(0,2)

Figure 7.4: Situation au début de l’itération 2.

E et D : E = {1} et D = {4}. On remet à jour les coûts réduits :

cπ
12 = 2 − 0 + (−2) = 0

cπ
13 = 2 − 0 + (−2) = 0

cπ
23 = 1 − (−2) + (−2) = 1

cπ
24 = 3 − (−2) + (−3) = 2

cπ
34 = 1 − (−2) + (−3) = 0

A la seconde itération, on sélectionne k = 1 et l = 4. Les plus courtes
distances au nœud k source basées sur les coûts réduits et sur le réseau résiduel
sont

d = (0, 0, 1, 1)
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tandis que le plus court chemin est P = 1−2−3−4. On met à jour les potentiels
aux nœuds par la formule π = π − d :

π(1) = 0, π(2) = −2, π(3) = −3, π(4) = −4.

On calcule le maximum de flux que l’on peut faire passer le long du chemin

δ = min{2, 2, 4, 2, 3} = 2

On peut donc augmenter de 2 unités le flux le long des arcs du chemin

f12 = 2 f13 = 2 f23 = 2 f24 = 0 f34 = 4

On remet à jour les ensembles E et D. On peut vérifier que :

e(1) = e(2) = e(3) = e(4) = 0.

Comme E est vide, on a la solution optimale.

7.3.2 Application au problème d’affectation

Illustrons ceci sur l’exemple introductif du chapitre (voir figure 7.1). Nous le
complétons en mettant les temps pour effectuer chacune des tâches par chacun des
candidats. Nous complétons de manière à faire apparaı̂tre une entrée unique et un
puits unique. On obtient la figure 7.5.
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Figure 7.5: Problème d’affectation : itération 1

Initialement, on met à zéro tous les flux ainsi que les fonctions potentielles :

π(i) = 0 ∀i et fij = 0 ∀(i, j)

On calcule l’excès aux nœuds ainsi que les ensembles E et D :

e(0) = 4 e(9) = −4 E = {0} D = {9}
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Itération 1 :
On sélectionne k = 0 et l =9 et on calcule les plus courtes distances à k :

(0, 0, 0, 0, 0, 3, 8, 12, 11, 3)

Le plus court chemin est P = (0, 3, 5, 9). On met à jour les π :

(0, 0, 0, 0, 0,−3,−8,−12,−11,−3)

On détermine la maximum de flux qui peut passer sur le chemin

δ = min{4, 4, 1, 1, 1} = 1

On augmente d’une unité le flux le long de P :

f03 = f35 = f59 = 1.

On met à jour les coûts réduits :

c01 = 0 − 0 + 0 = 0 c37 = 15 − 0 + (−12) = 3
c02 = 0 − 0 + 0 = 0 c38 = 11 − 0 + (−11) = 0
c03 = 0 − 0 + 0 = 0 c47 = 15 − 0 + (−12) = 3
c04 = 0 − 0 + 0 = 0 c48 = 20 − 0 + (−11) = 9
c15 = 5 − 0 + (−3) = 2 c59 = 0 − (−3) + (−3) = 0
c16 = 10 − 0 + (−8) = 2 c69 = 0 − (−8) + (−3) = 5
c26 = 8 − 0 + (−8) = 0 c79 = 0 + 12 − 3 = 9
c27 = 12 − 0 + (−12) = 0 c89 = 0 + 11 − 3 = 8
c35 = 3 − 0 + (−3) = 0

On remet à jour le réseau résiduel. Ceci est fait à la figure 7.6.
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Figure 7.6: Problème d’affectation : itération 2

Itération 2 :
On sélectionne k = 0 et l = 9 et on calcule les plus courtes distances à k :

(0, 0, 0, 2, 0, 2, 0, 0, 2, 5)
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Le plus court chemin est P = (0, 2, 6, 9). On met à jour les π :

(0, 0, 0,−2, 0,−5,−8,−12,−13,−8)

On détermine la maximum de flux qui peut passer sur le chemin

δ = min{3, 3, 1, 1, 1} = 1

On augmente d’une unité le flux le long de P : f02 = f26 = f69 = 1.
On met à jour les coûts réduits :

c01 = 0 − 0 + 0 = 0 c37 = 15 − (−2) + (−12) = 5
c02 = 0 − 0 + 0 = 0 c38 = 11 − (−2) + (−13) = 0
c03 = 0 − 0 + (−2) = −2 c47 = 15 − 0 + (−12) = 3
c04 = 0 − 0 + 0 = 0 c48 = 20 − 0 + (−13) = 7
c15 = 5 − 0 + (−5) = 0 c59 = 0 − (−5) + (−8) = −3
c16 = 10 − 0 + (−8) = 2 c69 = 0 − (−8) + (−8) = 0
c26 = 8 − 0 + (−8) = 0 c79 = 0 − (−12) − 8 = 4
c27 = 12 − 0 + (−12) = 0 c89 = 0 − (−13) − 8 = 5
c35 = 3 − (−2) + (−5) = 0

On remet à jour le réseau résiduel. Ceci est fait à la figure 7.7.
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Figure 7.7: Problème d’affectation : itération 3

Itération 3 :
On sélectionne k = 0 et l =9 et on calcule les plus courtes distances à k :

(0, 0, 2, 0, 0, 0, 2, 2, 0, 5)

Le plus court chemin est P = (0, 1, 5, 3, 8, 9). On met à jour les π :

(0, 0,−2,−2, 0,−5,−10,−14,−13,−13)
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On détermine la maximum de flux qui peut passer sur le chemin

δ = min{2, 2, 1, 1, 1, 1, 1} = 1

On augmente d’une unité le flux le long de P :

f01 = f15 = f38 = f89 = 1

f35 = 0

On met à jour les coûts réduits :

c01 = 0 − 0 + 0 = 0 c37 = 15 − (−2) + (−14) = 3
c02 = 0 − 0 + (−2) = −2 c38 = 11 − (−2) + (−13) = 0
c03 = 0 − 0 + (−2) = −2 c47 = 15 − 0 + (−14) = 1
c04 = 0 − 0 + 0 = 0 c48 = 20 − 0 + (−13) = 7
c15 = 5 − 0 + (−5) = 0 c59 = 0 − (−5) + (−13) = −8
c16 = 10 − 0 + (−10) = 0 c69 = 0 − (−10) + (−13) = −3
c26 = 8 + 2 + (−10) = 0 c79 = 0 − (−14) − 13 = 1
c27 = 12 + 2 + (−14) = 0 c89 = 0 − (−13) − 13 = 0
c35 = 3 − (−2) + (−5) = 0

On remet à jour le réseau résiduel. Ceci est fait à la figure 7.8.
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Figure 7.8: Problème d’affectation : itération 4

Itération 4 :
On sélectionne k = 0 et l =9 et on calcule les plus courtes distances à k :

(0, 2, 2, 2, 0, 2, 2, 1, 2, 2)

Le plus court chemin est P = (0, 4, 7, 9). On détermine la maximum de flux qui
peut passer sur le chemin δ = min{1, 1, 1, 1, 1, 1} = 1. On augmente d’une unité
le flux le long de P :

f04 = f47 = f79 = 1

Comme E est vide, on a trouvé la solution optimale qui consiste donc à affecter
la première personne au premier poste, la deuxième au deuxième, la troisième au
quatrième et la quatrième au troisième poste.



92 Chapitre 7. Problèmes d’affectation optimale

7.4 Application : le problème de la pharmacie centrale

Nous allons maintenant illustrer une autre application possible du problème d’af-
fectation. Cet exemple est tiré de Norbert et al [13]. La pharmacie centrale du
Mali doit répondre à une demande d’un médicament rare dont elle détient certains
stocks d’âges divers. Les délais de commande et de livraison sont tels que la phar-
macie centrale devra compter sur ses propres stocks pour les cinq prochains mois.
Le tableau 7.1 fournit l’état actuel des stocks.

Lot A B C D E F G H I J K L
Age (mois) 2 1 4 3 2 4 5 2 1 4 5 3

Tableau 7.1: Stocks de médicaments

Le laboratoire qui fabrique ce médicament a établi que son efficacité va dé-
croissant avec le nombre de mois écoulés depuis sa production (voir tableau 7.2).

Age (mois) 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
Efficacité (%) 100 99 97 94 88 83 81 78 76 75

Tableau 7.2: Efficacité des médicaments

La pharmacie prévoit avoir besoin de 12 lots au cours des 5 prochains mois,
selon la distribution indiquée au tableau 7.3. La pharmacie, qui cherche à maximi-

Mois 1 2 3 4 5
Besoins 3 2 4 1 2

Tableau 7.3: Besoins de médicaments

ser l’efficacité totale des lots, s’interroge sur la séquence selon laquelle elle devra
écouler ses lots.

7.4.1 Politique du premier entré - premier sorti

Une première approche, dite méthode First In First Out, consiste à mettre tout
d’abord en circulation les lots les plus âgés. Le tableau 7.4 présente une séquence
qui respecte cette règle. Les lots C, A et E auront, au moment de leur livraison,
un âge de 4 mois et une efficacité de 88; les 9 autres lots seront vieux de 5 mois et
leur efficacité s’élèvera à 83. L’efficacité totale sera de 3 × 88 + 9 × 83 = 1011.
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Mois 1 2 3 4 5
Lot G F D H B

K J L I
C A

E

Tableau 7.4: Règle First In First Out

7.4.2 Politique du dernier entré -premier sorti

Une autre approche, dite Last in First Out, suggère de livrer d’abord les lots les plus
récents. Le tableau 7.5 présente une séquence qui respecte cette règle. L’efficacité

Mois 1 2 3 4 5
Lot B E D J G

I H L K
A C

F

Tableau 7.5: Règle Last In First Out

totale sera de 1039.

7.4.3 Résolution comme un problème d’affectation

Ce problème d’ordonnancement des livraisons se ramène à un problème d’affecta-
tion dont les employés sont les lots et les tâches sont les mois, un mois étant répété
autant de fois qu’il y a de lots requis au cours de ce mois. Une solution optimale,
d’efficacité totale de 1 051 est donnée au tableau 7.6.

Mois 1 2 3 4 5
Lot D A B F G

H E C K
L I

J

Tableau 7.6: Solution optimale
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7.5 Exercices

7.1. Mutation des officiers. L’armée a une politique de mutation régulière de
ses officiers. Tous les trois ans, ces officiers sont mutés à un autre poste pour
assurer la polyvalence du commandement et éviter que trop de fraternité ne
s’installe entre les officiers et la troupe. L’armée, pour établir son plan de
mutation, tient compte du désagrément d’être muté loin de sa base d’origine.
Et il est clair que, par exemple dans le cas d’un officier marié dont la femme
travaille dans le civil, le désagrément sera d’autant plus grand que la nouvelle
affectation sera éloignée. Pour les 5 officiers à muter cette année, on a établi
le coût de les affecter à chacun des 4 autres postes occupés par les collègues.
Cette information est reprise dans le tableau ci-dessous. On désire déterminer

Coût pour d’être muté au poste
l’officier a b c d e

A - 12 15 11 17
B 6 - 14 12 16
C 8 17 - 21 17
D 7 16 9 - 12
E 7 13 8 12 -

l’affectation des officiers qui minimise le désagrément total (c’est-à-dire la
somme des désagréments individuels).

Formuler mathématiquement le problème.

7.2. Entreprise de construction. Une entreprise de construction doit affecter 4
ouvriers à 4 tâches. Le tableau 7.7 indique l’efficacité de la personne si elle
est affectée à la tâche. Une barre indique que la personne n’est pas qualifiée
pour la tâche. Utilisez l’algorithme de plus courts chemins successifs pour
identifier une affectation qui maximise l’efficacité générale.

Tâche 1 Tâche 2 Tâche 3 Tâche 4
Ouvrier 1 45 - - 30
Ouvrier 2 50 55 15 -
Ouvrier 3 - 60 25 75
Ouvrier 4 45 - - 35

Tableau 7.7: Entreprise de construction



Chapitre 8

Planification de la production

8.1 Introduction

Le problème de transport permet de modéliser des problèmes qui à priori n’ont
rien avoir avec la distribution, ainsi le problème de planification de la production
suivant tiré de Williams [15].

Le problème de planification de la production s’énonce ainsi. On produit un
bien unique pour lequel la demande est connue pour les prochains mois. On connaı̂t
aussi la capacité de production pour les prochains mois. La production en heures
supplémentaires est également possible moyennant un surcoût. Le tableau 8.1
reprend les capacités (en heures normales et en heures supplémentaires) ainsi que
la demande pour les 4 premiers mois de l’année.

Mois Janvier Février Mars Avril

capacité (heures norm.) 100 150 140 160

capacité (heures supp.) 50 75 70 80

Demande 80 200 300 200

Tableau 8.1: Capacités et demandes

Le coût de production est de 1 par unité produite en heures normales, alors
qu’il est de 1,5 par unité produite en heures supplémentaires. Le coût de stockage
est de 0,3 par mois et par unité stockée.

8.2 Formulation

Nous allons maintenant formuler ce problème en problème de transport :

95
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1. Choix des variables : désignons par xij la quantité produite en heures
normales à la période i pour satisfaire une demande de la période j avec
i = 1, . . .4 et j = 1, . . .4. De manière semblable, on note yij la quantité pro-
duite en heures supplémentaires à la période i pour satisfaire une demande
de la période j avec i = 1, . . .4 et j = 1, . . .4. Remarquez que l’on aurait
également pu utiliser une seule variable à trois indices xijk où k indiquerait
le mode de production.

2. Expression de l’objectif : Au coût de production (en heures normales ou en
heures supplémentaires), il faut ajouter autant de fois le coût de stockage
qu’il n’y a de mois séparant la production de la demande. Le tableau 8.2
reprend le calcul du coût total de production et stockage.

Demande

Production Janvier Février Mars Avril

Janvier h.norm. 1 1,3 1,6 1,9

h.supp. 1,5 1,8 2,1 2,4

Février h.norm. - 1 1,3 1,6

h.supp. - 1,5 1,8 2,1

Mars h.norm. - - 1 1,3

h.supp. - - 1,5 1,8

Avril h.norm. - - - 1

h.supp. - - - 1,5

Tableau 8.2: Coûts de production et de stockage

Il n’y a évidemment pas de coût de production pour une production posté-
rieure à la période de demande.

3. Expression des contraintes : il existe deux types de contraintes :

• Les contraintes de satisfaction de la demande s’écrivent ici comme :

x11 + y11 = 80,

x12 + y12 + x22 + y22 = 200,

x13 + y13 + x23 + y23 + x33 + y33 = 300,

x14 + y14 + x24 + y24 + x34 + y34 + x44 + y44 = 200.

• Les contraintes de capacité s’écrivent ici comme :

x11 + x12 + x13 + x14 ≤ 100,
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y11 + y12 + y13 + y14 ≤ 50,

x22 + x23 + x24 ≤ 150,

y22 + y23 + y24 ≤ 75,

x33 + x34 ≤ 140,

y33 + y34 ≤ 70,

x44 ≤ 160,

y44 ≤ 80.

• Il faut bien sûr ajouter les contraintes de non négativité :

xij, yij ≥ 0, i = 1, . . .4, j = 1, . . .4

Remarquez que si l’on raisonne en termes de problème de transport, les quan-
tités xij sont des quantités “transportées de la production au mois i vers une de-
mande au mois j et les coûts de production et de stockage jouent ici le rôle des
coûts de transport.

8.3 Algorithme de résolution dans le cas convexe

Signalons pour terminer qu’il existe un algorithme très efficace de résolution dans
le le cas où il n’y a pas de coût fixe de mise en route de la production et que
les coûts marginaux sont croissants. En effet, dans ce cas, le coût de production
devient convexe en fonction de la quantité produite et une procédure plus efficace
consiste à

1. satisfaire la demande de la première période en utilisant les moyens de
production les plus avantageux de la période, et calculer les capacités rési-
duelles;

2. satisfaire la demande de la deuxième période en utilisant les moyens de
production les plus avantageux de la deuxième période ou de la période
précédente, puis modifier en conséquence les capacités de production rési-
duelles;

3. satisfaire la demande de la troisième période en utilisant les moyens de
production les plus avantageux de la période 3 ou des périodes précédentes,
puis modifier en conséquence les capacités de production résiduelles; etc. . .

Nous appliquons cette procédure à l’exemple suivant. La demande prévisionnelle
d’un composant est donnée au tableau 8.3. Le coût de fabrication dépend de la
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main d’œuvre disponible. Le coût est de 200 en heures normales, de 250 en heures
supplémentaires. Le tableau 8.3 donne la production maximale en heures normales
et heures supplémentaires. On une capacité de stockage limitée à 2 unités. Le coût

Période t 1 2 3 4 5
Capacité de production à 200 2 2 3 3 3
Capacité de production à 250 3 3 3 3 3

Demande prévisionnelle 2 1 4 2 4

Tableau 8.3: Demande prévisionnelle et capacité de production

de stockage est de 10 par unité stockée par mois. Le délai de fabrication est
négligeable. On s’interdit toute rupture de stock. On suppose qu’il n’y a pas de
coût fixe de lancement de production.

En période 1, la demande est de 2. Elle est satisfaite par :
-une production en période 2 à 200 F (2 unités).
Les demandes et capacités résiduelles sont données par :

Période t 1 2 3 4 5

Capacité résiduelle à 200 F 0 2 3 3 3

Capacité résiduelle à 250 F 3 3 3 3 3

Demande résiduelle 0 1 4 2 4

En période 2, la demande est de 1. Elle est satisfaite par :
-une production en période 2 à 200 F (1 unité).
Les demandes et capacités résiduelles sont données par :

Période t 1 2 3 4 5

Capacité résiduelle à 200 F 0 1 3 3 3

Capacité résiduelle à 250 F 3 3 3 3 3

Demande résiduelle 0 0 4 2 4

En période 3, la demande est de 4. Elle est satisfaite par :
-une production en période 3 à 200 F (3 unités);
-une production à 200 F en période 2 (1 unité).
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Les demandes et capacités résiduelles sont données par :

Période t 1 2 3 4 5

Capacité résiduelle à 200 F 0 0 0 3 3

Capacité résiduelle à 250 F 3 3 3 3 3

Demande résiduelle 0 0 0 2 4

En période 4, la demande est de 2. Elle est satisfaite par :
-une production en période 4 à 200 F (2 unités).
Les demandes et capacités résiduelles sont données par :

Période t 1 2 3 4 5

Capacité résiduelle à 200 F 0 0 0 1 3

Capacité résiduelle à 250 F 3 3 3 3 3

Demande résiduelle 0 0 0 0 4

En période 5, la demande est de 4. Elle est satisfaite par :
-une production en période 5 à 200 F (3 unités);
-une production à 200 F en période 4 (1 unité).

Les demandes et capacités résiduelles sont données par :

Période t 1 2 3 4 5

Capacité résiduelle à 200 F 0 0 0 0 0

Capacité résiduelle à 250 F 3 3 3 3 3

Demande résiduelle 0 0 0 0 0

Par différence avec les capacités initiales, on obtient les capacités utilisées à chaque
étape et donc le plan optimal de production et stockage suivant :

Période t 1 2 3 4 5

dt 2 1 4 2 4

st 0 0 1 0 1

x∗
t 2 2 3 3 3

où st représent le stock initial de période t.
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8.4 Résolution par la programmation dynamique

Nous allons maintenant voir comment la programmation dynamique permet de
résoudre des problèmes de planification de la production en présence de coûts de
production non convexes. Illustrons ceci sur un exemple.

La demande prévisionnelle d’un composant est donnée au tableau 8.4. La
fabrication de ce composant nécessite un certain nombre de réglages indépendants
du nombre d’unités fabriquées. Le coût de lancement est de 150. Le coût direct
dépend de la main d’œuvre disponible. Le coût est de 200 en heures normales, de
250 en heures supplémentaires. Le tableau 8.4 donne la production maximale en
heures normales et heures supplémentaires. On une capacité de stockage limitée

Période t 1 2 3 4 5

Capacité de production à 200 2 2 3 3 3

Capacité de production à 250 3 3 3 3 3

Demande prévisionnelle 2 1 4 2 4

Tableau 8.4: Demande prévisionnelle et capacité de production

à 2 unités. Le coût de stockage est de 10 par unité stockée par mois. Le délai de
fabrication est négligeable. On s’interdit toute rupture de stock.

On veut déterminer le plan de production et de stockage qui minimise le coût
de fabrication (somme du coût fixe et du coût variable) et de stockage.

8.4.1 Principe de la programmation dynamique

La programmation dynamique commence avec une petite portion du problème
original (celle de dernière étape), trouve la solution optimale pour cette portion
du problème. Ensuite on élargit progressivement le problème (en rajoutant les
étapes précédentes), en déterminant la nouvelle solution optimale à partir de la
précédente.

Pour le problème de planification de production, on considère le problème de
la dernière étape. Pour ce problème la solution optimale est évidente : il faut
exactement produire la partie de la demande non satisfaite par le stock initial. A
l’itération suivante, on élargit d’une unité le nombre d’étapes à effectuer. On peut
ensuite déduire la stratégie optimale pour la quatrième étape en fonction de la
stratégie optimale pour la dernière étape.
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En programmation dynamique, deux types de variables sont associées à chaque
étape. La variable st indique l’état du système au début de l’étape t. Cette
variable doit contenir toute l’information résultant des choix effectués aux étapes
précédentes. La variable xt indique la décision stratégique prise à l’étape t.

Ainsi, dans notre exemple, notons st le stock intial de l’étape t tandis que xt

note la mise en production de l’étape t.

On note par ft(st, xt) le coût total de la meilleure stratégie pour les étapes
restantes, si l’on se trouve au début de l’étape t dans l’état du système st et que
l’on prend xt comme décision stratégique à l’étape t. Notons par x∗

t la valeur de
xt qui minimise ft(st, xt) et f ∗

t (st) la valeur minimum correspondante. On a donc
que :

f ∗
t (st) = min

xt
ft(st, xt) = ft(st, x

∗
t )

Ainsi, dans notre exemple, ft(st, xt) note le coût total de la meilleure stratégie
pour les étapes restantes si, au début de l’étape t, le stock initial est st et que l’on
décide de produire xt.

La programmation dynamique va déterminer successivement f ∗
5 (s5), f ∗

4 (s4),
f ∗

3 (s3), f ∗
2 (s2), f ∗

1 (s1) pour chaque état possible st à l’étape t et utiliser par exemple
f ∗

2 (s2) pour calculer f ∗
1 (s1). Nous allons maintenant appliquer ceci à l’exemple

de planification avec coût fixe de mise en route de production.

8.4.2 Formulation comme un problème dynamique

Nous allons tout d’abord formuler le problème en un problème de programma-
tion dynamique. Pour cela, définissons la variable d’état de la période t suivante :

st = stock au début de la période t.

Définissons aussi la variable de décision de la période t suivante :

xt = production à la période t.

On définit la fonction
ft(st, xt)

comme étant le coût de la meilleure planification pour les périodes restantes si on
est dans l’état st au début de la période t et que l’on décide de produire xt à la
période t. Ce coût est la somme du coût de production de l’étape t, d’un coût de
possession du stock pendant le mois t ainsi que du coût des étapes ultérieures :

ft(st, xt) = cpt(xt) + csst + f ∗
t+1(st + xt − dt)
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où dt note la demande prévisionnelle qui est donnée au tableau 8.4. La fonction
cpt(xt) dénote le coût de production à l’étape t. Ce dernier est la somme d’un coût
fixe de lancement de 150, à payer pour autant qu’il y ait production, et d’un coût
direct de main d’œuvre qui est de 200 par unité produite en heures normales, de
250 par unité produite en heures supplémentaires. Remarquez qu’en présence de
coût de lancement le coût de production n’est pas convexe. Ceci peut être vérifié
à la figure 8.1 qui illustre la fonction de coût pour t = 5.

cp5(x5)

x51 2 3 4 5 6

1500

1250

1000

750

550

350
350

200

250

Figure 8.1: Coût non convexe.

La capacité de stockage est limitée à 2 unités. Ce qui limitera à trois les états
du monde possibles à chaque étape.

8.4.3 Résolution par la programmation dynamique

Nous allons maintenant résoudre le problème par la programmation dyna-
mique. A l’étape 5, on a d5 = 4. Ce qui explique qu’il faut au moins produire
4 unités si s5 = 0 mais pas plus de 6 sinon le stock final sera supérieur à deux
unités. De plus la capacité de production est limitée à six unités. On obtient les



Section 8.4. Résolution par la programmation dynamique 103

coûts suivants des différentes stratégies :

s5 x5 = 2 x5 = 3 x5 = 4 x5 = 5 x5 = 6 x∗
5 f ∗

5 (s5)

0 − − 1.000 1.250 1.500 4 1.000

1 − 760 1.010 1.260 − 3 760

2 570 770 1.020 − − 2 570

Par exemple le coût de 1.000 si s5 = 0 et x5 = 4 résulte du seul coût de production
qui se calcule comme suit :

150 + 3 × 200 + 250 = 1000.

Le coût de 760 si s5 = 1 et x5 = 3 résulte de la somme du coût de stockage d’une
unité pendant un mois et du coût de production des trois unités :

1 × 10 + 150 + 3 × 200 = 760.

A l’étape 4, on a d4 = 2. On ajoute au coût de production de l’étape, le coût
des étapes ultérieures. Ainsi, dans le cas où s4 = 0 et x4 = 2, le coût correspond
à l’application de la formule :

f4(s4, x4) = cp4(x4) + f ∗
5 (s4 + x4 − d4)

= (150 + 400) + 1.000

= 1.550

On obtient le tableau de coûts suivant :

s4 x4 = 0 x4 = 1 x4 = 2 x4 = 3 x4 = 4 x∗
4 f ∗

4 (s4)

0 − − 1.550 1.510 1.570 3 1.510

1 − 1.360 1.320 1.330 − 2 1.320

2 1.020 1.130 1.140 − − 0 1.020

A l’étape 3, on a d3 = 4. On détermine semblablement le tableau de coûts
suivant :

s3 x3 = 2 x3 = 3 x3 = 4 x3 = 5 x3 = 6 x∗
3 f ∗

3 (s3)

0 − − 2.510 2.570 2.520 4 2.510

1 − 2.270 2.330 2.280 − 3 2.270

2 2.080 2.090 2.040 − − 4 2.040
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A l’étape 2, on a d2 = 1. On a une capacité de production à 200 limitée à deux
unités. On obtient le tableau de coûts suivant :

s2 x2 = 0 x2 = 1 x2 = 2 x2 = 3 x∗
2 f ∗

2 (s2)

0 − 2.860 2.820 2.840 2 2.820

1 2.520 2.630 2.600 − 0 2.520

2 2.290 2.410 − − 0 2.290

A l’étape 1, la demande est de 2 et on a le tableau de coûts suivant :

s1 x1 = 2 x1 = 3 x1 = 4 x∗
1 f ∗

1 (s1)

0 3.370 3.320 3.340 3 3.320

On peut ensuite déterminer la politique optimale en partant de s1 = 0. En
première étape, la stratégie optimale est de produire 3. La demande étant de 2, on
se retrouve avec un stock initial s2 = 1. La stratégie optimale pour la deuxième
période est dans ce cas de ne produire rien du tout. On se retrouve avec un stock
initial s3 = 0. La stratégie optimale est de produire x3 = 4, c’est-à-dire la demande
de la période. On se retrouve avec un stock initial s4 = 0. La stratégie optimale
est dans ce cas de produire x4 = 3, soit une unité de plus que la demande. On se
retrouve avec un stock initial s5 = 1 et on produit x5 = 3.

La planification optimale est donc la suivante :

t = 1 2 3 4 5

dt 2 1 4 2 4

st 0 1 0 0 1

x∗
t 3 0 4 3 3

Remarquez qu’en période 2, on a préféré ne pas produire la seule unité de-
mandée car une unité en première étape même en heures supplémentaires et avec
un coût de stockage revient mois cher (260) qu’une seule unité en heure normale
à la période 2 (350). Remarquez aussi qu’en période 4, on produit une unité de
plus que la demande pour éviter de produire à 250 en période 5 la quatrième unité
demandée cette période. Il y a, en effet, une unité disponible à 200 (+ 10 de coût
de stockage) au mois précédent.
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8.5 Exercices

8.1. Fabrication en heures supplémentaires et au moyen d’intérimaires. Une
société dispose d’une certaine capacité de production en heures normales
(coût direct de 1.000 F) et heures supplémentaires (coût direct de 1.400 F).
Elle peut aussi faire appel à des intérimaires (coût de 1.800 F). Les capacités
de production ainsi que les demandes prévisionnelles sont données au tableau
suivant pour les cinq prochains mois :

Période t 1 2 3 4 5

Production à 1.000 F 15 12 10 15 15

Production à 1.400 F 2 2 1 3 3

Production à 1.800 F 5 5 5 5 5

Demande 12 17 13 21 18

Le coût de stockage se réduit au seul coût d’immobilisation du capital. Le
taux annuel de possession du capital utilisé est de 2 %par mois. Ce qui
signifie que, par exemple, un article produit à 1.000 F et qui reste en stock
durant un mois occassionne un coût financier de

cs = 1.000 F × 2% = 20 F.

Un calcul similaire donne un coût de stockage unitaire de 28 F et 36 F
respectivement pour des unités produites en heures supplémentaires (au coût
de 1.400 F) ou via des intérimaires (au coût de 1.800 F).

Donnez la politique optimale de production et de stockage.

8.2. Plan de production hebdomadaire optimal. Une société de construction
automobile doit planifier la production du moteur M200. Au début de la
douzième semaine, les commandes à honorer pour le début des périodes 13
à 16, sont les suivantes :

Période 13 14 15 16
Besoins totaux 4 5 2 3

La fabrication du moteur M 200 demande une semaine et le coût de lancement
dans l’atelier moteurs est estimé à 500 F. Le coût variable unitaire est de 300
F pour les trois premières unités produites au cours d’une semaine et de
400 F pour les unités suivantes. La capacité de stockage est limitée à deux
moteurs et le coût unitaire hebdomadaire de stockage est de 50 F.
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(a) Formuler le problème de planification comme un problème dynamique.

(b) Sachant qu’au début de semaine 12, il ne reste aucun M200 en stock,
déterminer le plan de production optimal du moteur M200 pour les
semaines 12 à 15.

(c) Donner le plan optimal de production et de stockage.



Chapitre 9

L’ordonnancement de projets

9.1 Introduction

Lors de tout projet de grande envergure (construction d’un bateau, d’un avion, d’un
bâtiment,...), un problème crucial qui se pose est celui du calendrier d’exécution
des tâches. Le problème est de déterminer dans quel ordre doivent s’enchaı̂ner les
diverses tâches de manière à minimiser le temps total d’exécution du projet.

Prenons un exemple. On veut construire un nouveau bâtiment de manière à
pouvoir déménager au plus tôt. Certaines tâches ne peuvent s’exécuter qu’après
que d’autres soient terminées. Par exemple, on ne peut commencer les fondations
que lorsque le terrassement est fini. On ne peut monter les murs que lorsque les
fondations sont terminées. D’autres tâches peuvent s’exécuter simultanément. Par
exemple, les travaux d’électricité et de plomberie peuvent être menés de pair. Les
données sont reprises au tableau 9.1 pour cet exemple.

On doit tenir compte, dans les problèmes d’ordonnancement, de divers types
de contraintes.

• Les contraintes de localisation temporelle expriment la localisation d’une
tâche dans le temps : une tâche ne peut commencer avant une telle date, ou
après une telle date (par exemple, en raison des conditions climatiques).

• Les contraintes de succession temporelle expriment les relations d’anté-
riorité entre les tâches : une telle tâche ne peut commencer avant la fin d’une
autre (par exemple, on ne coule pas les fondations si le terrassement n’est
pas fini).

• Les contraintes disjonctives expriment le fait que deux tâches ne peuvent
avoir lieu en même temps sans que l’on puisse dire laquelle doit être effectuée
avant l’autre (par exemple, une même grue est utilisée sur deux chantiers).
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No tâche durée (jours) préalables

1 terrassement 5 -

2 fondations 4 1

3 colonnes porteuses 2 2

4 charpente toiture 2 3

5 couverture 3 4

6 maçonnerie 5 3

7 plomberie, électricité 3 2

8 coulage dalle béton 3 7

9 chauffage 4 8 et 6

10 plâtre 10 9 et 5

11 finitions 5 10

Tableau 9.1: Construction d’un bâtiment

Le problème d’ordonnancement avec des contraintes de localisation tempo-
relle et de succession temporelle seulement est appelé problème central d’ordon-
nancement. Il s’agit donc de déterminer le calendrier de début de chacune des
tâches de manière à terminer le chantier au plus vite en respectant les contraintes
temporelles.

Nous allons voir que, aussi bien pour sa formulation que pour sa résolution, ce
problème utilise la notion de graphe. On peut, en effet, représenter le problème sur
un graphe et, ensuite, résoudre le problème graphiquement. De plus, la présentation
du résultat de calcul (l’ordonnancement des tâches) sera beaucoup plus claire sur
ce graphique que sur un tableau de chiffres.

Il existe deux méthodes alternatives de résolution, toutes deux basées sur une
représentation graphique (voir section suivante) : la méthode du potentiel et la
méthode PERT que nous présenterons au chapitre 10.

Nous verrons également au chapitre 10 le vrai problème dans la gestion de
projet, à savoir l’arbitrage entre les coûts et le respect des délais. En effet, si l’on
considère des grands projets tels que ceux de la construction du tunnel sous la
manche ou le chantier de désamiantage de la faculté de Jussieu, à la fois, le délai
et le budget initial ont largement été dépassés.
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9.2 Méthodes alternatives de résolution

Il existe deux méthodes de résolution pour ce problème, à savoir :

• la méthode du potentiel développée en France dans les années 60 et qui as-
socie à chaque tâche un nœud du réseau, tandis que les relations d’antériorité
sont représentées par des arcs entre les tâches (voir figure 9.1);

i j

Figure 9.1: Graphe de la méthode des potentiels.

Dans cette méthode, chaque tâche i est associée à un nœud i du réseau. On
représente le fait que la tâche i doit être terminée avant le début de la tâche
j par une flèche issue du nœud i vers le nœud j de longueur égale à la durée
di de la tâche préalable.

• la méthode PERT développée parallèlement aux Etats Unis d’Amérique
et qui, elle, associe chaque tâche à un arc du réseau, et chaque relation
d’antériorité à un nœud (voir figure 9.2).

i j

Figure 9.2: Graphe de la méthode des potentiels.

Dans cette méthode, chaque tâche i est associée à un arc i du réseau de
longueur égale à sa durée di. On représente le fait que la tâche i doit être
terminée avant le début de la tâche j par une nœud précédé de la flèche i et
suivi de la flèche j .

Algorithmiquement, les deux méthodes de résolution sont équivalentes, mais la
méthode du potentiel permet d’écrire le graphe de réseau de manière systématique.
Nous présenterons à la section 9.4, une manière systématique de construire le
graphe de la méthode du potentiel.

Nous verrons au chapitre 10, que pour la méthode PERT, il convient, dans
certains cas d’ajouter des arcs fictifs qui ne correspondent à aucune tâche. Nous
verrons également que le calcul des dates de début au plus tard (dates ultimes de
démarrage des tâches qui n’allongent pas la durée minimale du projet) est plus
compliquée que dans la méthode du potentiel.
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9.3 Formulation du problème

Fixons-nous les notations suivantes. Nous avons n tâches à exécuter, indicées
i = 1, . . .n. Utilisons également la notation di pour désigner la durée d’exécution
de la tâche i (qui est ici une donnée).

Les variables du problème sont les suivantes : t0 note le temps de début
d’exécution du chantier, ti note le temps de début d’exécution de la tâche i, et tf
(= tn+1) note le temps de fin de chantier.

Formulons maintenant l’objectif : il s’agit simplement de minimiser le temps
de réalisation du chantier, autrement dit :

min z = tf − t0

qui consistera à minimiser tf si on se fixe initialement t0 = 0.

Formulons maintenant les contraintes du problème central d’ordonnancement.
Elles sont de trois types :

• Les contraintes de localisation temporelle expriment que la tâche i ne peut
commencer avant le début de chantier :

ti ≥ t0, ∀i = 1, 2, . . .n (9.1)

• Les contraintes de succession temporelle expriment que la tâche j ne peut
débuter avant que toute tâche i préalable à j ne soit finie :

ti + di ≤ tj, ∀ tâche i antérieure à la tâche j (9.2)

• Les contraintes de fin de chantier expriment que toute tâche i doit être finie
avant la fin de chantier :

ti + di ≤ tf , ∀i = 1, 2, . . .n (9.3)

Remarquez que vu la présence des contraintes de succession temporelle (9.2), il
suffit d’écrire (9.1) pour toute tâche n’ayant pas de prédécesseur et (9.3) pout toute
tâche n’ayant pas de successeur.

Remarquez également que, dans la plupart des applications, nous considérerons
des dates relatives au début du chantier en posant t0 = 0.
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9.4 Représentation graphique du problème

On associe donc au problème central d’ordonnancement un graphe dont les som-
mets représentent les diverses tâches du problème d’ordonnancement. On ajoute
un nœud 0 qui correspond à la date de début de chantier et un nœud f = n + 1
qui correspond à la fin de chantier. Les arcs du réseau représentent les diverses
contraintes qui peuvent toutes se mettre sous la forme suivante

ti + di ≤ tj

en définissant d0 = 0. Le problème central d’ordonnancement se formule donc
ainsi :

min tf (−t0)

s.c.q. ti + di ≤ tj, ∀(i, j) ∈ A
(9.4)

où A note l’ensemble des arcs du réseau.
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Figure 9.3: graphe associé.

Reprenons l’exemple. On peut construire systématiquement le graphe associé
au problème d’ordonnancement de la manière suivante (voir figure 9.3) :

1. On relie d’abord toutes les tâches qui peuvent être effectuées sans préalable
au nœud 0, début de chantier par un arc de longueur nulle. Dans l’exemple,
seule la tâche 1 est dans ce cas. Remarquez qu’il s’agit de la représentation
des contraintes (9.1).

2. Ensuite, on prend une tâche déjà dans le graphe et on examine si elle précède
d’autres. Par exemple, la tâche 1 doit précéder la tâche 2. On doit donc avoir

t2 ≥ t1 + d1.

On trace le nœud 2 et on le relie au nœud 1 par un arc de longueur d1. On
fait de même pour représenter toutes les contraintes de type (9.2).
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3. Enfin, quand toutes les tâches sont dans le graphe, pour les seules tâches qui
ne sont suivies d’aucune autre, on les relie au nœud n + 1, fin de chantier,
avec un arc de longueur égale à la durée de la tâche. Ici, seule la tâche finition
est dans ce cas, et il faut que cette tâche soit finie pour la fin du chantier. Il
s’agit ici de représenter les contraintes du type (9.3).

Disons un mot de la représentation des trois autres types de contraintes :

1. Supposons d’abord que la tâche 3 ne puisse commencer avant 10 :

t3 ≥ 10 ⇔ t3 ≥ t0 + 10.

Ceci se représente en joignant les nœuds 0 et 3 par un arc de longueur 10.

2. Ensuite, supposons que la tâche 5 doive être commencée avant 40 :

t5 ≤ 40 ⇔ t0 ≥ t5 − 40.

Ceci se représente en joignant les nœuds 5 et 0 par un arc de “longueur” -40.

3. Enfin, supposons que la tâche 9 doive commencer au plus tard 5 jours après
le début de la tâche 8 :

t9 ≤ t8 + 5 ⇔ t8 ≥ t9 − 5.

Ceci se représente en joignant les nœuds 9 et 8 par une arc de “longueur” -5.
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Figure 9.4: Trois autres types de contraintes.



Section 9.4. Représentation graphique du problème 113

Avant de voir l’algorithme qui permet de résoudre le problème d’ordonnan-
cement, nous allons dire un mot des conditions sous lesquelles ce problème est
réalisable. En effet, les contraintes temporelles peuvent venir de divers services et
être incompatibles entres elles.

Supposons que nous ayons la situation suivante. La tâche 1, qui dure d1 jours,
doit être terminée avant que la tâche 2 ne commence. La tâche 2, qui dure d2

jours, doit être terminée avant que la tâche 3 ne commence. La tâche 3, qui dure
d3 jours, doit être terminée avant que la tâche 1 ne commence. Il est clair qu’un
tel problème va conduire à une impossibilité.

3

2

1

d1 d2

d3

Figure 9.5: Circuit de longueur positive.

Cette situation est représentée à la figure 9.5. On voit ici que le graphe contient
un circuit (cycle avec tous les arcs dans le même sens) dont la somme des longueurs
des arcs est positive. Ecrivons les contraintes correspondantes :

t1 + d1 ≤ t2

t2 + d2 ≤ t3

t3 + d3 ≤ t1

En sommant et en simplifiant, on obtient la condition suivante :

d1 + d2 + d3 ≤ 0

On peut alors montrer le résultat suivant.

Lemme 9.1 Les contraintes temporelles sont compatibles entre elles si et seu-
lement si le graphe associé ne comporte aucun circuit de longueur (somme des
longueurs des arcs le constituant) positive.

Remarquez qu’un cycle avec une somme des longueurs négative ne pose pas de
problème. Par exemple, à la figure 9.4, la tâche 8 de longueur 3 doit être finie avant
que ne commence la tâche 9 et la tâche 9 doit commencer endéans les 5 jours de
début de la tâche 8 :

t8 + 3 ≤ t9

t9 − 5 ≤ t8
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Ceci se représente, comme vu ci-dessus, par une flèche de 8 vers 9 de longueur 3
et une flèche retour de longueur -5. Ceci ne pose pas de problème, la somme des
“longueurs” étant négative.

9.5 Calcul de l’ordonnancement au plus tôt

Nous allons maintenant voir un algorithme de calcul de l’ordonnancement au plus
tôt. L’ordonnancement au plus tôt détermine les dates de début au plus tôt des
différentes tâches, notées ti, en partant du nœud de début de chantier.

Illustrons les choses sur l’exemple. La tâche 1 peut commencer au plus tôt en
0 puisqu’elle est reliée au au nœud 0, début de chantier, par un arc de longueur
nulle. La tâche 2 peut commencer dès la fin de la tâche 1, c’est-à-dire

t2 = t1 + d1 = 5

et ainsi de suite, on marque t3 = 9, t4 = 11, t5 = 13, ...

Lorsqu’un sommet (comme le sommet 9) a plus d’un prédécesseur (8 et 6), on
détermine la date au plus tôt par un maximum :

t9 = max {t6 + d6, t8 + d8} = 16.

Il faut, en effet, que les deux tâches précédentes soient finies avant de pouvoir
débuter la tâche 9. On arrive ainsi à déterminer la durée totale minimum qui est
ici de 35 jours.

L’ordonnancement au plus tôt est indiqué à la figure 9.6 où le temps de début
au plus tôt est indiqué au dessus des nœuds.
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Figure 9.6: Ordonnancement au plus tôt.
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9.6 Ordonnancement au plus tard

Certaines tâches sont telles que si on retarde leur date de début, cela aura des
répercussions sur la date de fin de chantier. Par exemple, si on retarde la date
de début de la tâche 11 (finition), cela va directement retarder la date de fin de
chantier. De même, si on retarde la tâche 10 (plâtre), cela va retarder la date de
début de la tâche 11 (finition) qui elle-même retarde la date de fin de chantier.

Par contre, si on retarde le début de la tâche 5 (couverture), cela n’aura pas de
répercussion, car ce n’est pas à partir de ce nœud que son successeur (10) a été
marqué mais bien à partir du nœud 9. On voit donc que l’on peut retarder la date
de début de la tâche 5 sans conséquence sur la date de fin de chantier jusqu’à un
certain point. En effet, t5 = 13, t10 = 20, et d5 = 3. Autrement dit, la date de
début de la tâche 5 peut être retardée jusqu’à la valeur :

t10 − d5 = 20 − 3 = 17

sans retarder la date de début de la tâche 10. On dit que 17 est la date de début au
plus tard de la tâche 5. C’est-à-dire que la tâche 5 peut être commencée à cette
date au plus tard sans allonger la durée totale minimale des travaux.

On notera une date de début au plus tard par ti. On peut calculer l’ordonnan-
cement au plus tard de la manière suivante (voir figure 9.7). Partant du nœud fin,
pour lequel la date de début au plus tard coı̈ncide avec la date de début au plus tôt

t12 = t12 = 35,

on retranche à la date au plus tard la durée de la dernière tâche. On détermine ainsi
la date de fin au plus tard de la tâche 11 :

t11 = t12 − d11 = 35 − 5 = 30.

On marque ensuite à rebours les nœuds 10, 5, ...

Lorsqu’un nœud a plusieurs successeurs, on ne peut marquer ce sommet que
si tous ses successeurs directs sont marqués. Prenons, à titre d’illustration, le cas
du nœud 3. Dans ce cas, il faut prendre le minimum :

t3 = min{t4 − d4, t6 − d6} = min{15 − 2, 11 − 2} = 9,

sans quoi on retarderait la date de fin de chantier.

On procède ainsi à rebours jusqu’au marquage du nœud origine 0. On peut
alors calculer deux autres informations très importantes : la marge des tâches et
le chemin critique.
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Figure 9.7: Ordonnancement au plus tard.

9.7 Chemin critique et calcul des marges

On voit directement que l’on a deux sortes de tâches.

• Les tâches critiques sont celles qui servent à marquer de proche en proche
le sommet n + 1 à partir du sommet 0. Elles forment ce que l’on appelle
le chemin critique qui donne l’ensemble des tâches à surveiller en premier
si l’on veut respecter le délai minimum de réalisation du projet. Le chemin
critique, illustré en hachuré à la figure 9.7, peut être déterminé de la manière
suivante. Partant du nœud n + 1, on ne retient que les sommets qui ont
permis de joindre n+1 à partir du nœud 1. Il s’agit, dans l’exemple, des
nœuds 12,11,10,9,6,3,2,1 et 0.

• Pour toutes les autres tâches, c’est-à-dire les tâches non critiques, on peut
déterminer la marge d’une tâche comme la différence entre son temps de
début au plus tard et au plus tôt :

mi = ti − ti (9.5)

et donc la marge mi est strictement positive pour les tâches non critiques
tandis qu’elle est nulle pour les tâches critiques.

i 4 5 7 8

mi 4 4 1 1

La marge d’une tâche représente donc le nombre de jours de retard que peut
prendre la réalisation de la tâche sans que cela n’est de conséquence sur la
date de fin de chantier.
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9.8 Exercices

9.1. Equipement d’un ensemble minier. L’équipement d’un ensemble minier
comporte les tâches suivantes dont la durée est exprimée en trimestres.

No tâche durée préalables
1 Commande d’une piste 6 -
2 Construction d’un port provisoire 3 -
3 Commande de matériel portuaire 2 -
4 Pose d’une voie ferrée 4 2
5 Construction d’une cité administrative 7 2
6 Construction du port définitif 2 2
7 Construction de l’installation minière 4 1 et 4
8 Equipement portuaire définitif 3 3 et 6

(a) Construire le graphe relatif à la méthode du potentiel.

(b) Calculer les dates de début au plus tôt, les dates de début au plus tard.
Déterminer le chemin critique.

(c) Comment modifier le graphe si, on veut que la tâche 7 ne commence
pas avant 8 trimestres ? Recalculez les dates de début au plus tôt, les
dates de début au plus tard.

(d) Comment modifier le graphe si on veut en plus que la tâche 8 ne
commence pas après 4 trimestres ? Dites si le problème reste soluble.

9.2. Construction d’un bâtiment. Considérons les différentes tâches à effectuer
pour construire un bâtiment. Elles sont reprises ci-dessous.

No tâche durée préalables
1 fondations 6 -
2 murs 10 1
3 plomberie intérieure 5 2
4 électricité 7 2
5 toit 6 2
6 plomberie extérieure 4 5
7 menuiserie 8 3 et 4
8 sols 4 7
9 peinture intérieure 5 7

10 finitions intérieures 6 8 et 9
11 peinture extérieure 9 6
12 finitions extérieures 2 11
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(a) Tracez le graphe relatif à la méthode du potentiel.

(b) Calculez les dates de début au plus tôt, les marges et déterminez le(s)
chemin(s) critique(s).

(c) Les tâches 9 (peinture intérieure) et 11 (peinture extérieure) doivent être
disjointes car effectuées par les mêmes ouvriers. Comment résoudre
cette disjonction ? La date de fin des travaux est-elle affectée ?



Chapitre 10

L’ordonnancement par la méthode PERT

10.1 Introduction

La méthode PERT (pour Program Evaluation Review Technique) s’est dévelop-
pée, parallèlement à la méthode du potentiel, aux Etats-Unis en 1958 pour la
planification de la construction des sous-marins Polaris. Elle se distingue de la
méthode du potentiel par le fait que les tâches ne sont plus associées aux nœuds
mais bien aux arcs du réseau. L’algorithme de résolution est très semblable
à celui de la méthode du potentiel. La différence majeure réside donc dans la
construction du graphe : le graphe de la méthode PERT est souvent plus difficile à
construire que celui de la méthode du potentiel car on peut être amené à introduire
des arcs fictifs qui ne correspondent à aucune tâche.

Dans la méthode PERT, chaque tâche est donc associée à un arc du graphe. La
longueur de l’arc correspondant à la durée de la tâche en question. Les sommets
sont utilisés pour traduire les relations de succession temporelle. Ainsi, si la
tâche j doit suivre la tâche i, l’extrémité terminale de l’arc représentant la tâche i
coı̈ncidera avec l’extrémité initiale de l’arc représentant la tâche j.

i j

Figure 10.1: Graphe associé pour la méthode PERT.

Ceci permet de tracer le graphe pour l’exemple déjà considéré pour la méthode
du potentiel (voir figure 10.4 à la section 10.3). Si, sur cet exemple, le graphe de
la méthode du potentiel et celui de la méthode PERT sont très proches, il n’en va
pas toujours de même. C’est ce que nous allons maintenant examiner.

119
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10.2 Difficultés de construction du graphe PERT

La construction du graphe PERT pose divers problèmes qui amènent à ajouter des
arcs fictifs qui ne correspondent à aucune tâche.

Un premier problème se rencontre lorsque l’on veut tenir compte des contrain-
tes de localisation temporelle. Par exemple, supposons qu’une tâche i ne peut
commencer avant une date li. Il faut introduire un arc joignant l’origine des travaux
à l’origine de l’arc représentant la tâche i et ayant pour longueur la date en question
li. On est donc amené, dans ce cas, à ajouter un arc fictif qui ne correspond à
aucune tâche.

Un second problème, plus délicat, se rencontre pour les contraintes de suc-
cession temporelle. En effet, supposons que la tâche 1 précède les tâches 2 et 3
et que la tâche 4 précède la tâche 3. On pourrait tracer le graphe de la figure 10.2.
Mais ce graphe introduit une contrainte supplémentaire qui dit que la tâche 4 doit

1 2

34

Figure 10.2: Introduction d’un contrainte.

précéder la tâche 2. Pour résoudre la difficulté, il faut à nouveau ajouter un arc
fictif de longueur nulle entre l’extrémité de la tâche 1 et le début de la tâche 3.
Ceci est illustré à la figure 10.3.

1 2

34

Figure 10.3: Arc fictif.

Il conviendra donc d’être vigilant dans la construction du graphe PERT. Re-
marquez que le problème ne peut se produire que dans le cas où il y a au moins deux
prédécesseurs et deux successeurs. Dans tous les autres cas, on peut construire le
graphe sans ajouter d’arc fictif.
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10.3 Calcul de l’ordonnancement par la méthode PERT

Construisons le graphe PERT associé à l’exemple de construction d’un bâtiment
du chapitre 9 dont les données sont reprises au tableau 10.1.

No tâche durée (jours) préalables

1 terrassement 5 -

2 fondations 4 1

3 colonnes porteuses 2 2

4 charpente toiture 2 3

5 couverture 3 4

6 maçonnerie 5 3

7 plomberie, électricité 3 2

8 coulage dalle béton 3 7

9 chauffage 4 8 et 6

10 plâtre 10 9 et 5

11 finitions 5 10

Tableau 10.1: Construction d’un bâtiment

Le graphique de la méthode PERT est illustré à la figure 10.4. Il est, dans ce
cas-ci, assez semblable à celui de la méthode du potentiel (comparez avec la figure
9.3 du chapitre 9).
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Figure 10.4: Graphe dela méthode PERT.
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10.3.1 Calcul de l’ordonnancement au plus tôt

L’ordonnancement se calcule ainsi. D’abord, on détermine les dates de début au
plus tôt des nœuds, que nous noterons ti. Ceci est fait par marquage des nœuds à
partir de l’origine comme dans la méthode du potentiel. On additionne au temps
du nœud précédent le temps de la tâche. En cas de plusieurs prédécesseurs, on
prend le maximum. Ces dates au plus tôt sont indiquées au dessus des nœuds au
graphique de la figure 10.5. Comme dans la méthode du potentiel les dates de
début au plus tôt de toutes les tâches suivant un nœud correspondent à la date au
plus tôt ti du nœud situé juste avant la tâche.
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3,2
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8,3
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Figure 10.5: Ordonnancement par la méthode PERT.

10.4 Calcul de l’ordonnancement au plus tard

Contrairement à la méthode du potentiel, on ne peut calculer simplement l’ordon-
nancement au plus tard. En effet, on détermine les dates au plus tard des nœuds,
notées t̄i, par marquage à partir de la fin, en soustrayant au temps du nœud suivant
le temps de la tâche. En cas de plusieurs successeurs, on prend le minimum.

Il est à remarquez que ces dates aux plus tard des nœuds t̄i ne correspondent
pas dans tous les cas aux dates au plus tard des tâches qui suivent le nœud !
Prenons l’exemple de la tâche 4, de durée 2. La date de début au plus tard de son
successeur direct, la tâche 5 est de 17. La date de début au plus tard de la tâche 4
est donc de

17 − 2 = 15

alors que la date de début au plus tard du nœud précédent la tâche dans le graphe
est de 11. Ce 11 provient en fait de la tâche 6 qui est critique (16 - 5 = 11).

Il convient donc de procéder en deux temps. D’abord, on calcule le temps de
début au plus tard des nœuds comme dans la méthode du potentiel. Ensuite, on
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calcule la marge de la tâche (i, j) entre les nœuds i et j comme :

mij = tj − (ti + dij)

Autrement dit, la marge est la différence entre le temps de début au plus tard du
nœud j et l’arrivée au plutôt à ce nœud pour la tâche (i, j) qui peut partir au plus tôt
en ti du nœud i. On obtient alors les dates au plus tard des tâches en additionnant
à la date au plus tôt du nœud de départ, la marge de la tâche.

Les résultats sont indiqués au tableau 10.2.

Tâche 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11

Date au plus tôt 0 5 9 11 13 11 9 12 16 20 30

Marge 0 0 0 4 4 0 1 1 0 0 0

Date au plus tard 0 5 9 15 17 11 10 13 16 20 30

Tableau 10.2: Calcul de l’ordonnancement par la méthode PERT

10.4.1 Calcul du chemin critique

Un chemin critique peut alors se construire à partir du nœud de fin en ne retenant
que les arcs critiques. L’application à l’exemple donne l’ordonnancement illustré
à la figure 10.5.

Le chemin critique est le suivant : P = (1, 2, 3, 6, 9, 10, 11). Remarquez que
le chemin critique ne doit pas être unique. En effet, on peut avoir des chemins
critiques parallèles. Si par exemple, la durée de la tâche 4 est portée de 2 à 6, un
second chemin critique apparaı̂t dans notre exemple :

P1 = (1, 2, 3, 6, 9, 10, 11)

P2 = (1, 2, 3, 4, 5, 10, 11)

Remarquez également que, pour réduire la durée minimum de réalisation du
projet, il faut réduire la durée d’une tâche dans chaque chemin critique. En effet,
il ne sert à rien de réduire la durée d’un chemin critique si un autre chemin reste
critique avec une valeur supérieure. Remarquez que l’on peut soit réduire la durée
d’une tâche dans chaque chemin, soit réduire la durée d’une tâche commune aux
chemins dans le cas où une telle tâche existe.



124 Chapitre 10. L’ordonnancement par la méthode PERT

10.5 Réduction de la durée du projet

Nous allons illustrer le problème de la réduction de la durée du projet sur un second
exemple très similaire tiré de Giard [5]. Les données sont reprise au tableau 10.3.

No tâche durée (jours) préalables
1 terrassement 5 -
2 fondations 4 1
3 colonnes porteuses 2 2
4 charpente toiture 2 3
5 couverture 3 4 et 6
6 maçonnerie 5 3
7 plomberie, électricité 3 2
8 coulage dalle béton 3 7
9 chauffage 4 8 et 6

10 plâtre 10 9 et 5
11 finitions 5 10 et 13
12 achat de la cuisine 15 -
13 installation de la cuisine 3 12

Tableau 10.3: Construction d’un bâtiment

On a la possibilité de réduire la durée de certaines tâches moyennant un surcoût
par jour de réduction de la durée comme indiqué au tableau 10.4.

No tâche réduction maximum (jours) surcoût par jour

5 couverture 1 120

6 maçonnerie 3 150

8 coulage dalle béton 1 180

9 chauffage 1 200

12 achat de la cuisine 5 100

Tableau 10.4: Réductions possibles de durée

On veut réduire au maximum la durée du projet en minimisant le coût de cette
réduction.

Le graphique de la méthode potentiel correspondant à la situation initiale est
illustré à la figure 10.6. Au départ, pour passer de 35 à 34 jours, seules sont
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Figure 10.6: Situation initiale.

candidates les tâches critiques 9 et 6. On réduit 6 de 1 jour car c’est la décision la
moins coûteuse. La tâche 9 débute en 15 et la tâche 8 devient critique (voir figure
10.7). Par ricochet, la tâche 7 devient aussi critique. Le nouveau graphe montre
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Figure 10.7: Réduction d’un jour.

qu’il y a maintenant deux chemins critiques :

P1 = (1, 2, 3, 6, 9, 10, 11)

P2 = (1, 2, 7, 8, 9, 10, 11)

Pour encore diminuer d’un jour, il faut réduire simultanément une tâche dans
chaque chemin. Le choix est à effectuer entre 9 (de coût 200) et 8 et 6 (de coût
150 + 180 = 330). On retient 9 que l’on diminue d’un jour (voir figure 10.8). On
voit apparaı̂tre trois chemins critiques :

P1 = (1, 2, 3, 6, 9, 10, 11)
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Figure 10.8: Réduction de 2 jours.

P2 = (1, 2, 7, 8, 9, 10, 11)

P3 = (1, 2, 3, 6, 5, 10, 11)

Pour diminuer encore d’un jour, on sélectionne 6 qui est commune à deux
chemins et 8 pour un coût de 180 + 150 = 330. Remarquez que 9 n’est plus
disponible car on a déjà utilisé le seul jour de réduction possible. On obtient le
graphique de la figure 10.9.
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Figure 10.9: Réduction de 3 jours.

Il n’est plus possible de diminuer encore la durée car si on diminue 6 d’un jour,
il resterait un des trois chemins critiques (P2) et la durée resterait à 32 jours.
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10.6 La minimisation des coûts

A la section précédente, on a vu que l’on pouvait réduire la durée de certaines tâches
moyennant un coût supplémentaire (embauche de personnel supplémentaire,
location de matériel supplémentaire,. . . ). Nous allons voir ici comment arbitrer
entre les deux critères : diminution de la durée d’exécution des tâches et donc du
chantier et, d’autre part, augmentation des coûts d’exécution des tâches.

Considérons la tâche i. Sa durée d’exécution di peut varier entre une durée
minimale (incompressible) di et une durée maximum di. Si l’on admet que le coût

ci

di
d

i d
i

mi

Figure 10.10: Coût d’exécution de la tâche i.

varie linéairement en fonction de la durée, on obtient le graphique de la figure 10.10.
Notons par mi la pente. Pour une durée di comprise entre les bornes inférieure et
supérieure, le coût de la tâche i est alors calculé par l’équation suivante :

ci(di) = Ki + midi

L’objectif de la minimisation du coût total d’exécution des tâches peut s’écrire:

min z =
n∑

i=1

[Ki + midi] = K +
n∑

i=1

midi

Le premier terme étant constant, il revient au même de minimiser le seul second
terme. Nous avons donc comme variables du problème :

ti = le temps de début de la tâche i;

di = la durée d’exécution de la tâche i;

tf = le temps de fin de chantier.

Moyennant ce choix de variables, le problème de minimisation des coûts d’exécu-
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tion des tâches se formule donc comme suit :

cD(λ) = min z′ =
n∑

i=1

midi

s.c.q




ti ≥ t0 (localisation temporelle)

ti + di ≤ tj (succession temporelle)

ti + di ≤ tf (fin de chantier)

tf ≤ λ (borne sur tf )

di ≤ di ≤ di (bornes sur la durée)

P (λ)

La borne supérieure sur tf a du être ajoutée car il est clair, au vu de la forme des
fonctions de coût ci(di) que sinon on aura tendance à prendre di = di pout toute
tâche et donc à augmenter au maximum la durée du chantier.

On peut alors résoudre ce problème en fonction du paramètre λ. En ajoutant
le terme constant que nous avions négligé, on obtient un graphique du coût direct
du genre de celui représenté à la figure 10.11 : la fonction c(λ) est convexe,
décroissante, linéaire par morceaux et se termine par une valeur constante.

c( )

coût direct

coût indirect

coûts totaux

Figure 10.11: Coûts totaux.

Comment va-t-on alors choisir le temps optimum ? A voir la forme de la
courbe du coût direct, il vaudrait mieux prendre λ = λ, le temps maximum. Mais
ceci ne tient compte que des coûts directs d’exécution des tâches. Il existe aussi
des coûts indirects liés à la durée du chantier. Ce sont les frais d’assurances, les
salaires de l’encadrement, les frais de location du matériel, et les pénalités par jour
de retard. Tous ces frais sont évidemment croissants avec λ, la durée du chantier.
On note cI(λ) ces coûts indirects. Si on additionne les deux courbes, on obtient la
courbe de coût total :

cT (λ) = cD(λ) + cI(λ)

dont on peut déterminer le minimum. On a donc arbitré entre les deux objectifs
de diminution des coûts et de diminution du temps d’exécution.
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10.7 Exercices

10.1. La méthode PERT. Une entreprise décide de commercialiser un nouveau
produit. La planification de ce lancement fait apparaı̂tre les tâches reprises
au tableau 10.5 avec leur durée (en semaines) et leurs préalables.

(a) Tracer le graphe correspondant à la méthode PERT.

(b) Calculez les dates de début au plus tôt, au plus tard, les marges et le
chemin critique.

(c) L’entreprise voudrait réduire la durée totale d’exécution des travaux.
Pour cela, il est possible de réduire la durée des tâches 5 et 11 de une
ou deux semaines au prix d’un coût supplémentaire de 100 000 EURO
par semaine de réduction pour la tâche 5 et de 200 000 EURO par
semaine pour la tâche 11. De combien peut-on réduire la durée totale
des travaux et à quel coût ?

No tâche durée préalables
1 Sélection des équipements 1 -
2 Choix de la méthode de production 2 1
3 Procédures de contrôle de qualité 2 2
4 Choix des matières premières 2 1
5 Réception des équipements 7 1
6 Commande des matières premières 1 4
7 Réception des matières premières 3 6
8 Essais de production 2 5,3 et 7
9 Première fourniture aux magasins 6 8 et 11

10 Conception du conditionnement 4 1
11 Production du conditionnement 5 10
12 Réunion des vendeurs 1 11
13 Formation des vendeurs 1 12

Tableau 10.5: Lancement d’un nouveau produit

10.2. Minimisation des coûts. On considère un chantier de construction qui fait
intervenir cinq tâches dont les durées, les tâches préalables et les frais directs
(main d’œuvre, heures machine) sont données au tableau 10.6.

(a) Tracer le graphe correspondant à la méthode du potentiel.



130 Chapitre 10. L’ordonnancement par la méthode PERT

Tâche durée tâches frais directs

(jours) préalables (EUR)

1 4 - 30 000

2 6 - 40 000

3 5 1 50 000

4 8 2 et 3 50 000

5 7 4 10 000

Tableau 10.6: Minimisation des coûts

(b) Déterminer les dates de début au plus tôt au plus tard et le chemin
critique.

(c) Les durées des tâches 3 et 5 peuvent être réduites jusqu’à 3 et 5 jours
au prix d’accroissements de coûts de 20 000 et 10 000 EURO par jour.
Ecrire le programme exprimant la minimisation du coût direct pour une
durée totale tf donnée. On commencera par exprimer les coûts directs
c3 et c5 des tâches 3 et 5 comme fonctions affines des durées d3 et d5

qui deviennent variables.

(d) On désire étudier, en fonction du paramètre tf , les variations du coût mi-
nimal direct total CD obtenu à l’aide du programme précédent. Donner
la forme de la courbe représentant les variations de ce coût en fonction
de tf . Déterminer numériquement l’évolution du coût direct CD en
fonction de tf en partant du résultat de la question (b) et en réduisant
progressivement la durée tf de façon à ce que le coût direct soit toujours
minimal.

(e) En plus des coûts directs, l’entreprise supporte aussi des frais indirects.
Ces frais indirects comportent les salaires de l’encadrement, des frais
de location de matériel, des frais d’assurance et des frais financiers
pour un montant total de 10 000 + 5 000 tf et aussi une pénalité de
10 000 EURO par jour de retard au delà du 22ème jour. Décrire sur un
même graphique l’évolution du coût indirect CI , du coût direct CD et
du coût total en fonction de la durée de fin de chantier. Quelle valeur
donner à cette durée ?



Chapitre 11

Ordonnancement en ateliers spécialisés

11.1 Introduction

On parle d’ateliers spécialisés lorsque l’ensemble des équipements nécessaires
pour assurer une fonction déterminée sont rassemblés dans un même atelier. Le
problème de gestion quotidienne est de déterminer l’ordre d’exécution d’un cer-
tain nombre de tâches, la réalisation d’une tâche nécessitant le passage sur une ou
plusieurs machines.

Par exemple, l’emboutissage de plusieurs types de portières de voitures de-
mande le passage sur une même presse, l’ordre de passage des différents types de
portières sur la presse n’étant pas déterminé à l’avance.

Parmi les modèles d’ordonnancement en ateliers spécialisés, on distingue

• Les modèles statiques pour lesquels on recherche l’ordonnancement opti-
mal d’un ensemble donné de tâches sur une période donnée : autrement dit,
au cours de la période considérée, aucune nouvelle tâche non prévue ne peut
être prise en compte dans l’ordonnancement;

• Les modèles dynamiques d’ordonnancement qui se caractérisent par des
arrivées successives de tâches, le plus souvent dans un univers aléatoire.

Dans ce chapitre, nous allons nous limiter aux modèles statiques et voir suc-
cessivement le problème d’ordonnancement sur 1 machine, sur 2 machines. Enfin,
nous verrons la généralisation au problème sur m machines dont la résolution
demande le recours à la programmation en nombres entiers.

Remarquez que nous avons déjà rencontré ce problème au chapitre 5 consacré
aux tournées de véhicules où il fallait déterminer l’ordre de passage des peintures
dans un atelier. Ici nous allons supposer qu’il n’y a pas de nettoyage intermédiaire
dépendant de l’ordre de passage.

131
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11.2 Ordonnancement sur une machine

Illustrons le problème sur l’exemple suivant tiré de Giard [5]. On a cinq tâches
à effectuer sur la machine A. Le tableau 11.1 présente les différentes tâches ainsi
que leurs temps opératoires. Il s’agit de déterminer l’ordre dans lequel on va

Tâche (i) 1 2 3 4 5

Temps opératoire (ti) 50 150 80 200 30

Tableau 11.1: Temps opératoires (en centièmes d’heures)

effectuer ces différentes tâches. Il est clair que, quel que soit l’ordre choisi, le
temps opératoire total est le même : il s’agit de la somme des temps opératoires. Il
faudra donc définir un autre critère entre tous les ordonnancements possibles. Un
ordonnancement possible est illustré à la table 11.2.

Ordre (j) 1 2 3 4 5

Tâche programmée(i) 3 4 1 5 2

Temps d’exécution (Tj) 80 200 50 30 150

Tableau 11.2: Un ordonnancement possible

11.2.1 Le diagramme de Gantt

Illustrons tout d’abord une technique de visualisation d’un ordonnancement, le
graphique de Gantt. Celui-ci est construit à la figure 11.1 pour l’ordonnancement

machine A

3 4 1 5 2

1 2 3 4 5 temps
(heures)

Figure 11.1: Diagramme de Gantt

du tableau 11.2. Le diagramme de Gantt permet de visualiser à la fois :

• l’utilisation des moyens productifs;

• l’avancement de l’exécution des tâches.
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En effet, une ligne horizontale illustre l’évolution du temps. Ensuite, pour chaque
moyen productif (ici, il y a seulement la machine A), on trace une ligne horizon-
tale en dessous de la ligne du temps. Chaque tâche à effectuer sur la machine
est représentée par un segment dont la longueur est proportionnelle à la durée
d’exécution de la tâche. On indiquera le numéro de la tâche au dessus du segment
tandis qu’une machine au repos est indiquée par un Z.

Si l’on veille à aligner verticalement l’origine du temps pour chaque machine,
une ligne verticale indique donc à tout moment à quelle tâche est occupée chacune
des machines. Un tableau mural peut être ainsi d’un grand recours pour les agents
de maı̂trise responsable de l’affectation des moyens humains et matériels.

11.2.2 La règle T.O.M.

Comme nous l’avons indiqué plus haut, tous les ordonnancements possibles con-
duisent au même temps total d’exécution des tâches. Dans l’exemple, l’exécution
des 5 tâches nécessite 510 centièmes d’heure. La question qui se pose est alors :
comment choisir parmi les n! ordonnancements possibles ?

Notons Aj le temps d’achèvement de la tâche programmée en position j. Le
temps d’achèvement d’une tâche est la somme des temps d’exécution de la tâche
avec ceux des tâches précédentes. Par exemple,

A4 =
4∑

h=1

Th = T1 + T2 + T3 + T4

Le calcul des différents temps d’achèvement des tâches est repris au tableau 11.3.

Ordre (j) 1 2 3 4 5

Tj 80 200 50 30 150

Aj 80 280 330 360 510

Tableau 11.3: Temps d’achèvement des tâches

Le temps d’achèvement moyen vaut alors :

Ā =
1

5

n∑
j=1

Aj =
80 + 280 + 330 + 360 + 510

5

= 312
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Examinons plus en détails la manière dont est calculé ce temps moyen d’achè-
vement. Il peut se récrire en détails comme suit :

Ā = (80

+80 + 200

+80 + 200 + 50

+80 + 200 + 50 + 30

+80 + 200 + 50 + 30 + 150)/5

= (5 × 80 + 4 × 200 + 3 × 50 + 1 × 30)/5

En général, il s’écrit donc comme :

Ā =
1

n

n∑
j=1

Aj =
1

n

n∑
j=1


 j∑

h=1

Th


 =

1

n

n∑
j=1

Tj(n + 1 − j)

Il s’agit donc d’une somme pondérée des temps opératoires, chaque temps opéra-
toire étant pondéré par un facteur d’autant plus grand qu’il se trouve exécuté plus
tôt dans l’ordonnancement. La règle d’ordonnancement qui minimise le temps d’a-
chèvement moyen est celle du temps opératoire minimum : il s’agit d’exécuter
les tâches par ordre croissant de durée :

T1 ≤ T2 ≤ . . . ≤ Tj ≤ . . . ≤ Tn

L’application de cette règle donne l’ordonnancement illustré au tableau 11.4. Cette
application donne le temps d’achèvement moyen minimum :

Ā = 218

Ordre (j) 1 2 3 4 5

Tâches (i) 5 1 3 2 4

Tj 30 50 80 150 200

Aj 30 80 160 310 510

Tableau 11.4: Application de la règle TOM

On peut montrer que la règle T.O.M. revient à minimiser le retard moyen, le
retard d’une tâche étant la différence entre le moment où la tâche est terminée et
celui où elle aurait été terminée si l’on l’avait commencé en premier lieu.
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11.3 Ordonnancement avec deux centres de production

Chaque tâche nécessite pour son exécution le passage sur deux machines : les
machines A et B. Soient tiA et tiB, les temps d’exécution de la tâche i sur les
machines A et B respectivement. On va utiliser comme critère d’ordonnancement
la minimisation du temps total d’exécution des tâches sur les deux machines. On
va distinguer deux cas :

• le cas où toutes les tâches sont à exécuter sur A puis B;

• le cas où toutes les tâches n’ont pas le même ordre de passage sur les deux
machines.

11.3.1 Cas où toutes les tâches sont à exécuter sur A puis B

Supposons donc que cinq tâches soient à exécuter sur les machines A puis B. Les
temps opératoires (en centièmes d’heure) sont repris au tableau 11.5.

Tâches (i) 1 2 3 4 5

tiA 50 150 80 200 30

tiB 60 50 150 70 200

Tableau 11.5: Ordonnancement sur deux machines

L’ordonnancement optimal est illustré à la figure 11.2.

machine B

5 1 3 4 2

machine A

1 2 3 4 5 temps
(heures)

5 1 3 4 2

0,3 0,8 1,6 2,3 2,9 3,6 4,4 5,1 5,6

Z 

Z

Figure 11.2: Diagramme de Gantt

Remarquez que durant l’exécution de la première tâche sur A, la machine B
dort. On a donc intérêt à mettre en tête la tâche de temps tiA le plus faible. De façon
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similaire, lors de l’exécution de la dernière tâche sur la machine B, la machine A
dort. On a donc intérêt à mettre en fin la tâche de durée d’exécution tiB minimum.

En se basant sur ces deux observations, l’algorithme Johnson (1954) calcule
l’ordonnancement minimisant le temps total d’exécution des tâches.

Algorithme 11.1 Algorithme Johnson

1. Rechercher la tâche i de temps d’exécution tim minimum.

2. Si m = A, placer cette tâche à la première place disponible;
Si m = B, placer cette tâche à la dernière place disponible.

3. Supprimer la tâche i des tâches encore à programmer, retour en 1.

Appliquons ceci à l’exemple. D’abord, la tâche 5 (t5A = 30) est mise en
première position.

1 2 3 4 5

5

Puis, la tâche 1 (t1A = 50) est mise en deuxième position.

1 2 3 4 5

5 1

Puis la tâche 2 (t2B = 50) est mise en dernière position.

1 2 3 4 5

5 1 2

Puis la tâche 4 (t2B = 70) est mise en avant dernière position.

1 2 3 4 5

5 1 4 2

Enfin, la tâche 3 est mise à la dernière place disponible.

1 2 3 4 5

5 1 3 4 2

On obtient le graphique de Gantt de la figure 11.2 où le passage d’une tâche d’une
machine à l’autre est visualisé à l’aide d’une flèche verticale.



Section 11.3. Ordonnancement avec deux centres de production 137

11.3.2 Cas de tâches ne s’effectuant pas dans le même ordre

Dans ce cas plus général, certaines tâches ne nécessitent que le passage sur une
machine, d’autres sur les deux dans un ordre ou l’autre. Les données numériques
sont reprises au tableau 11.6.

Tâches à effectuer sur A puis B

Tâches (i) 1 2 3 4 5 6

tiA 50 80 10 50 30 70

tiB 30 60 30 0 0 0

Tâches à effectuer sur B puis A

Tâches (i) 7 8 9 10 11

tiB 90 20 10 40 10

tiA 70 30 100 0 0

Tableau 11.6: Illustration de l’algorithme de Jackson

L’ordonnancement qui minimise le temps total d’exécution des tâches sur
les deux machines est obtenu par l’algorithme de Jackson (1957) qui est une
généralisation de l’algorithme de Johnson.

Algorithme 11.2 Algorithme de Jackson.

1. Faire une partition de l’ensemble des n tâches en

• l’ensemble A des tâches ne passant que sur A;

• l’ensemble B des tâches ne passant que sur B;

• l’ensemble AB des tâches passant sur A puis B;

• l’ensemble BA des tâches passant sur B puis A.

2. Calculer un ordonnancement pour chaque sous-ensemble :

• l’ordonnancement optimal pour AB par Johnson;

• l’ordonnancement optimal pour BA par Johnson;

• un ordonnancement arbitraire pour A (par exemple, TOM);

• un ordonnancement arbitraire pour B (par exemple, TOM).
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3. Remarquons que l’on a intérêt à débuter le plus vite possible sur A les tâches
qui doivent ensuite aller sur B et à mettre en dernière place sur A celles qui
doivent d’abord aller sur B. Ceci conduit à combiner ces ordonnancement
de la manière suivante :

• Pour la machine A : la séquence optimale pour le sous-ensemble AB,
puis les tâches de A, puis la séquence optimale du sous-ensemble BA.

• Pour la machine B : la séquence optimale pour le sous-ensemble BA,
puis les tâches de B, puis la séquence optimale du sous-ensemble AB.

machine A

machine B

3        2              1        5       4             6                   9             8           7            

10                   90         140  170        220              290                       390   420             490

9 8           7          11 10      3         2         1                           Z

10  30                  120 130    170   200           260  290   

Figure 11.3: Algorithme de Jackson

Appliquons ceci à l’exemple.

1. Définition des 4 sous-ensembles :

A = {4, 5, 6}
B = {10, 11}

AB = {1, 2, 3}
BA = {7, 8, 9}

2. Calcul d’un ordonnancement pour chaque sous-ensemble :

A : 5, 4, 6 (par TOM)

B : 11, 10 (par TOM)

AB : 3, 2, 1 (par Johnson)

BA : 9, 8, 7 (par Johnson)

3. Ordonnancement de chaque machine :

Pour la machine A : 3, 2, 1, 5, 4, 6, 9, 8, 7

Pour la machine B : 9, 8, 7, 11, 10, 3, 2, 1

On obtient le diagramme de Gantt de la figure 11.3.
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11.4 Ordonnancement sur trois machines

L’algorithme de Johnson ne s’applique qu’en présence de deux machines. Cepen-
dant, le cas de trois machines peut se ramener au cas de deux machines si la machine
B est complètement dominée par la machine A ou par la machine C, c’est-à-dire
si l’on se trouve dans le cas où

minimum tiA ≥ maximum tiB,

soit dans le cas où
minimum tiC ≥ maximum tiB.

Illustrons ceci sur l’exemple du tableau 11.7. où l’on constate que :

tâches 1 2 3 4 5 6 7

Assemblage 20 12 19 16 14 12 17

Inspection 4 1 9 12 5 7 8

Expédition 7 11 4 18 18 3 6

Tableau 11.7: Temps opératoires avec trois machines

minimum tiA = 12 = maximum tiB.

On est donc bien dans les conditions d’application énoncées ci-dessus. Remarquez
qu’il ne faut pas que les conditions soient simultanément vérifiée. Ainsi dans
l’exemple, la seconde condition n’est pas vérifiée.

Lorsque l’on se trouve dans un des deux cas, on reformule alors le problème en
un problème à deux machines, la première groupant les machines A et B (tiAB =
tiA + tiB) et la seconde groupant les machines B et C (tiBC = tiB + tiC).

tâches 1 2 3 4 5 6 7

Assemblage + Inspection 24 13 28 28 19 19 25

Inspection + Expédition 11 12 13 30 23 10 14

On applique alors l’algorithme de Johnson à ce problème à deux machines pour
déterminer l’ordonnancement optimal.

Place 1 2 3 4 5 6 7

tâche 5 4 7 3 2 1 6

On peut alors tracer le diagramme de Gantt correspondant au problème original,
c’est-à-dire celui avec trois machines (voir figure 11.4).
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Assemblage

5 174 23

5 174 23

6

6ZZ Z Z Z

Z

Inspection

Expédition

5 174 23 6ZZ Z Z Z

Z Z

14     19     30    37  42 47    55  60  66   75 78 79   90 98 102 109 110 117 120

Figure 11.4: Ordonnancements avec 3 machines

11.5 Ordonnancement de n tâches sur m centres de production

Le problème combinatoire posé est formidable : il y a en effet (n!)m ordonnance-
ments possibles. Le problème général a été formalisé en termes de programmation
dynamique et en termes de programme linéaire en nombres entiers. La formulation
permet d’intégrer des contraintes supplémentaires comme la date de livraison, une
capacité de production, . . . etc.

Lorsque l’ordre de passage des tâches est identique et que le nombre de centres
de production ne dépasse pas quelques dizaines, une solution souvent proche de
la solution optimale peut être trouvée en utilisant l’algorithme de Johnson sur des
groupements de centres de production successifs exactement à la manière de ce que
nous avons fait à la section précédente pour le cas de trois centres de production
dont celui du milieu est dominé. Attention que, au contraire des cas précédents
il ne s’agit pas d’un algorithme donnant une solution optimale mais bien d’une
méthode heuristique donnant une solution approchée.

Prenons le cas de 5 centres de productions notés A, B, C, D et E. Il faut résoudre
les 4 problèmes suivants par l’algorithme de Johnson (des parenthèses signifient
que l’on somme les temps des centres) :

{A}−{E}; {AB}−{DE}; {A, B, C}−{C, D, E}; {A, B, C, D}−{B, C, D, E}

Illustrons ceci sur un exemple à 4 centres de production. Le tableau 11.8 reprend
les données du problème.

Le premier problème fictif consiste à ne considérer que les machines A et D.
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tâches tiA tiB tiC tiD

1 50 43 15 4

2 89 99 95 77

3 7 47 20 98

4 8 64 12 94

5 61 19 65 14

6 1 80 66 78

Tableau 11.8: Temps opératoires avec quatre machines

Il conduit à l’ordonnancement suivant par la méthode de Johnson :

1 2 3 4 5 6

6 3 4 2 5 1

qui conduit à un temps de 51,2 heures.

Le deuxième problème fictif consiste à considérer les machines A+B et C+D
comme illustré au tableau 11.9 . Il conduit à l’ordonnancement suivant par la

tâches tiA + tiB tiC + tiD

1 50 + 43 =93 15 + 4 = 19

2 89 + 99 = 188 95 + 77= 172

3 7 + 47 = 54 20 + 98 = 118

4 8 + 64 = 72 12 + 94 = 106

5 61 + 19 = 80 65 + 14 = 79

6 1 + 80 = 81 66 + 78 = 144

Tableau 11.9: Deuxième problème fictif

méthode de Johnson :
1 2 3 4 5 6

3 4 6 2 5 1

qui conduit à un temps de 48,7 heures. Le troisième et dernier problème fictif
consiste à considérer A+B+C et B+C+D. Il donne la même solution que le problème
fictif 2. On a donc trouvé une solution de temps égal à 48,7 heures alors que la
solution optimale ( 6,3,4,2,5,1) conduit à un temps de 48,5 heures.
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11.6 Exercices

11.1. Gestion du temps pour la composition d’un travail de groupe. Deux
ingénieurs disposent de 10 jours pour réaliser un travail de groupe. Ce
travail se compose de 4 tâches indépendantes entre elles (l’ordre n’a pas
importance). Chacune de ces tâches peut être divisée en une phase d’analyse,
réalisée par le premier étudiant, et une phase de calculs, réalisée par le second.
L’analyse doit précéder les calculs. Les temps nécessaires (en jours) à la
réalisation des tâches sont donnés au tableau ci dessous.

Tâche Phase d’analyse (étudiant 1) Phase de calculs (étudiant 2)
A 2 2
B 0,8 1,5
C 1,5 0,5
D 2 1

(a) Quel est l’ordonnancement qui minimise le temps de travail ?

(b) Les deux ingénieurs aimeraient ajouter en annexe 3 autres parties :
E, F et G. Les deux premières (E et F) ne nécessitent pas d’analyse
préalable tandis que la dernière (G) comporte seulement une phase
d’analyse. Les temps sont donnés au tableau ci-dessous.

Tâche Analyse (étudiant 1) Calculs (étudiant 2)
E - 2
F - 1,5
G 1,5 -

La réalisation des ces annexes ne nécessite pas que les tâches princi-
pales (A, B, C et D) soient finies. Avec ces données supplémentaires,
déterminez, l’ordonnancement qui minimise le temps de travail.

(c) Illustrez à l’aide d’un diagramme de Gantt.

(d) Pourront-ils rendre le travail à temps ?

11.2. Ordonnancement avec 3 ateliers. Cinq tâches doivent passer par les ateliers
de montage, finition et expédition. Les temps opératoires sont les suivants.

Tâches 1 2 3 4 5

Montage 7 2 4 3 5

Finition 1 1 2 2 1

Expédition 5 2 4 6 5

Déterminez l’ordonnancement qui minimise le temps de réalisation des
tâches.



Chapitre 12

Equilibrage d’une chaı̂ne de production

12.1 Introduction

Lorsqu’un produit est fabriqué en grande quantité, on peut gagner en efficacité
en organisant la production en ligne. A titre d’exemple, on peut citer les usines
d’assemblage automobiles ou les tunnels de lavage de voitures (car-wash).

Le problème principal réside dans l’équilibrage de la chaı̂ne : il faut que les
différentes opérations prennent le même temps car la chaı̂ne tourne à la vitesse de
l’opération la plus lente. Une ligne d’assemblage est dite parfaitement équilibrée
si chaque poste de travail est occupé à 100 %.

Illustrons ceci sur l’exemple suivant tiré de Mac Clain [12]. Un appareil
électroménager est constitué de 11 composants, notés B1 à B11, de 3 sous-
ensembles notés SA1 à SA3. Le tableau 12.1 fournit les tâches, leurs durées
et leurs préalables. Le temps total d’assemblage est de 100 minutes au minimum.
On dispose de cinq opérateurs.

On peut tracer un graphe de préséance qui n’est rien d’autre que le graphe de
la méthode du potentiel où chaque tâche est représentée par son label et sa durée.
On a représenté ce graphe à la figure 12.1.

Une affectation possible des tâches aux opérateurs est obtenue en traçant cinq
sous-ensembles, correspondant aux tâches des cinq opérateurs, tout en respectant
les contraintes de préséance. Le temps total de montage, pour le choix fait à la
figure 12.1, est de :

5 opérateurs × 22 minutes par cycle = 110 homme-minutes.

Il y a donc un temps mort de 10 minutes, ce qui correspond à un pourcentage de :

10

110
= 9, 1%

143
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Label Temps Objet Prédécesseurs

A 2 placer le chassis sur la chaı̂ne -

B 7 attacher B4 sur chassis A

C 5 attacher B2 sur B1 -

D 2 attacher B3 sur B1 -

E 15 tester SA1 C,D

F 7 attacher SA1 sur chassis A,E

G 6 attacher B6 à B5 -

H 4 attacher SA2 au chassis B,G

I 9 attacher B7 au chassis A

J 10 attacher B9 à B8 -

K 4 attacher B10 à B8 -

L 8 attacher B11 à B8 J,K

M 6 attacher SA3 au chassis A,L

N 15 tester l’appareil tous

Total 100

Tableau 12.1: Equilibrage d’une chaı̂ne
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C,5

D,2

A,2

G,6

J,10

K,4

E,15

F,7

B,7 H,4

I,9

L,8 M,6

N,15

Poste 4

Poste 1
Poste 2

opérateur 1  opérateur 2  opérateur 3  opérateur 4  opérateur 5

A,B,C,D         E,F             G,H,I             J,K,L           M,N

16 min        22 min         19 min           22 min        21 min

Poste 3

Poste 5

Figure 12.1: Une affectation possible
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12.2 Retard d’équilibre de la solution

Une mesure de la qualité de la solution est précisément ce rapport du temps mort
sur le temps total de montage. Ce rapport est appelé retard d’équilibre et se calcule
par la formule suivante :

RE =
nc − T

nc

avec n = nombre de postes de travail,
c = temps d’un cycle

= inverse de la fréquence,
T = temps total requis par un article

= somme des temps individuels.

Remarquons qu’ici on n’a pas atteint l’objectif d’un équilibrage parfait qui
impliquerait de construire 3 articles par heure avec un temps de cycle de 20 minutes.
Remarquons qu’il n’est pas toujours possible d’atteindre l’équilibre parfait de la
chaı̂ne puisque les tâches ne sont pas divisibles à l’infini.

Pour tous les problèmes vus jusqu’à présent, nous avons présenté un algorithme
de calcul de la solution optimale. Pour le problème d’équilibrage d’une chaı̂ne de
production, il n’existe pas d’algorithme général de calcul d’une solution optimale.
On a recours, pour le calcul d’une solution, à l’une des méthodes heuristiques que
nous allons présenter maintenant. Insistons sur le fait qu’une méthode heuristique
est un moyen de calculer à peu de frais une solution mais qu’il n’y a aucune garantie
que la solution ainsi obtenue soit optimale.

12.3 Heuristique de Score 1

Voyons maintenant comment résoudre le problème. Trouver l’affectation qui mi-
nimise RE est un problème en nombres entiers particulièrement difficile à résoudre.
Une heuristique qui permet de trouver rapidement une solution (sans garantie
qu’elle soit optimale) est la suivante. On se fixe une durée maximum pour chaque
poste de travail. Ici fixons nous une durée maximum de 19 minutes. On va alors
remplir ces postes de la manière suivante :

Pas 1. Attribuer un score à chaque tâche et classer les tâches par score décroissant.
Ici, on utilise comme score 1 la duré de la tâche. On obtient :

E, N, J, I, L, B, F,G, M, C, H, K, A, D

Pas 2. Mettre à jour l’ensemble des tâches disponibles (c’est-à-dire les tâches dont
tous les prédécesseurs immédiats sont affectés). Au début, ce sont celles sans
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prédécesseur :
S = {J, G, C, K, A, D}

Pas 3. Affecter la tâche avec le score le plus élevé dans le premier poste où la
capacité et les contraintes de préséance ne sont pas violées :

J au poste 1.

Aller en au Pas 2.

On remplit alors progressivement le tableau suivant.

Poste 1 Poste 2 Poste 3 Poste 4 Poste 5 Poste 6 Poste 7

J,10 C,5 I,9 M,6 E,15 F,7 N,15

G,6 K,4 B,7 H,4

A,2 L,8

D,2

18 19 16 10 15 7 15

Le détail des itérations est repris ci-dessous :

S = {G, C, K, A, D} : G en 1;

S = {C, K,A, D} : C en 2;

S = {K, A, D} : K en 2;

S = {L, A, D} : L en 2;

S = {A, D} : A en 1;

S = {I, B, M, D} : I en 3;

S = {B, M, D} : B en 3;

S = {M, H, D} : M en 4;

S = {H, D} : H en 4;

S = {D} : D en 2;

S = {E} : E en 5;

S = {F} : F en 6;

S = {N} : N en 7

On peut alors calculer le retard d’équilibre de cette solution :

RE =
nc − T

nc
=

7 × 19 − 100

7 × 19
= 24, 81%
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12.4 Heuristique de Score 2

On voit que la solution n’est pas d’une très grande qualité. On peut utiliser plutôt
un second score qui consiste à additionner à la durée de la tâche, la durée de
toutes les tâches qui la suivent, qu’elles la suivent directement ou indirectement.
Par exemple, à la durée de la tâche A, on ajoute le temps des tâches F, B, I, M, H
et N. Ce qui donne pour la tâche A :

A = 2 + 7 + 7 + 9 + 4 + 15 = 50

Un calcul similaire pour toutes les autres tâches donne :

B = 7 + 4 + 15 = 26

C = 5 + 15 + 7 + 15 = 42

D = 2 + 15 + 7 + 15 = 39

E = 15 + 7 + 15 = 37

F = 7 + 15 = 22

G = 6 + 4 + 15 = 25

H = 4 + 15 = 19

I = 9 + 15 = 24

J = 10 + 8 + 6 + 15 = 39

K = 4 + 8 + 6 + 15 = 33

L = 8 + 6 + 15 = 29

M = 6 + 15 = 21

N = 15

Le calcul du Score 2 donne les résultats suivants :

A B C D E F G H I J K L M N
50 26 42 39 37 22 25 19 24 39 33 29 21 15

Le classement des tâches suivant ce second score est le suivant :

A, C, D, J, E, K, L, B, G, I, F, M, H, N
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On remplit le tableau comme suit

Poste 1 Poste 2 Poste 3 Poste 4 Poste 5 Poste 6

A,2 E,15 L,8 G,6 F,7 N,15

C,5 K,4 B,7 I,9 M,6

D,2 H,4

J,10

19 19 15 19 13 15

Le détail des itérations est donné ci-dessous.

S = {A, C, D, J, K, G} : A en 1;

S = {C, D, J, K, B, G, I} : C en 1;

S = {D, J, K, B, G, I} : D en 1;

S = {J, E, K, B, G, I} : J en 1;

S = {E, K, B,G, I} : E en 2;

S = {K, B, G, I, F} : K en 2;

S = {L, B, G, I, F} : L en 3;

S = {B, G, I, F, M} : B en 3;

S = {G, I, F, M} : G en 4;

S = {I, F, M, H} : I en 4;

S = {F, M, H} : F en 5;

S = {M, H} : M en 5;

S = {H} : H en 4

S = {N} : N en 6.

On peut alors calculer le retard d’équilibre de cette solution :

RE =
19 × 6 − 100

19 × 6
= 12, 3%

On voit que la solution obtenue avec l’heuristique de Score 2 est, dans le cadre
de cet exemple, meilleure que celle obtenue avec l’heuristique de Score 1 (RE =
24,81 %).

On peut également agir sur la durée maximum de 19 qui est un paramètre de
l’heuristique. C’est l’objet du premier exercice proposé à la fin de ce chapitre.
Mais avant cela voyons comment on peut déterminer la solution optimale de ce
problème.
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12.5 Résolution par la programmation mathématique

Aux sections précédentes, nous avons présenté des procédures heuristiques qui
permettent en peu de temps de trouver une solution sans garantie qu’elle soit
optimale. Le lecteur intéressé consultera Giard [5] pour la présentation d’autres
heuristiques.

Si on veut trouver une solution optimale, il faut recourir à la programmation
linéaire en nombre entiers. Une formulation utilisant la programmation binaire
particulièrement astucieuse est due à Thangavelu et Shetty [14]. Nous la reprenons
ci-dessous. On procède classiquement en trois phases pour la formulation :

1. Choix des variables :
La formulation repose sur les variables binaires xik indiquant sur quel poste
k l’opération i est réalisée :

xik =

{
1 si l’opération i est réalisée au poste k;
0 sinon.

Un second type de variable est nécessaire pour déterminer l’utilisation des
postes. On note yk l’indicatrice d’utilisation du poste k. Autrement dit

yk =

{
1 si le poste k est utilisé;
0 sinon.

2. Expression des contraintes :

• Il faut que l’opération i soit réalisée sur l’un des postes k, ce qui conduit
à la relation :

K∑
k=1

xik = 1, ∀i = 1, 2, . . .n

• Il convient ensuite de respecter les contraintes d’antériorité des opéra-
tions. L’astuce consiste à remarquer que l’on peut calculer le numéro
du poste sur lequel l’opération i est effectuée par :

Numéro de poste =
K∑

k=1

kxik

Le fait que l’opération i doit précéder l’opération j se répercute ainsi
sur leurs postes d’affectation de la manière suivante :

K∑
k=1

kxik ≤
K∑

k=1

kxjk, ∀i ancètre de j
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• Par ailleurs la charge de travail d’un poste, qui se calcule par
n∑

i=1

tixik

ne doit pas dépasser le temps de cycle c. Cela se traduit donc par
l’équation :

n∑
i=1

tixik ≤ c

• Il faut ensuite donner la relation entre les variablesxik etyk en exprimant
le fait que le poste k doit être ouvert dès qu’on lui affecte une opération :

n∑
i=1

xik ≤ nyk, ∀k = 1, 2, . . .K

3. Expression de l’objectif :
On peut prendre comme objectif de déterminer le nombre minimal de
postes de travail. La fonction objectif s’exprime dans ce cas comme suit :

min z =
K∑

k=1

yk

Dans l’ouvrage de Guéret et al [6], une variante part d’une formulation sans
fonction objectif, dans laquelle on décrémente progressivement le nombre de
postes dans le problème, jusqu’au moment où l’on ne trouve plus de solution.
On peut partir, comme borne supérieure sur K du nombre d’opérations à
effectuer.

Il est à remarquer que la solution de ce problème n’a pas de raison de
lisser la charge de travail entre les postes. Il peut alors être souhaitable de
recommencer la recherche d’une solution, en retenant le nombre de postes
qui vient d’être trouvé :

Nombre de postes =
K∑

k=1

yk

On fixe ce nombre de postes et on cherche le lissage par l’abaissement du
temps de cycle en considérant comme objectif du second problème :

min z2 = c

Bien sûr, il faut dans ce cas, ajouter c à la liste des variables.

Ces problèmes peuvent être résolus par la méthode de branch and bound qui
sera présentée au cours de Recherche Opérationnelle en maı̂trise.
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Le premier problème a été résolu au moyen du logiciel GAMS [4] : il s’agit
d’un optimiseur couplé à un language de modélisation très proche de l’écriture
mathématique qui permet, une fois le modèle formulé, de lui donner facilement
la bonne forme pour que l’optimiseur puisse calculer sa solution. Son écriture
générale s’écrit donc comme suit :

min z1 =
K∑

k=1

yk

scq




K∑
k=1

xik = 1, ∀i = 1, 2, . . .n

K∑
k=1

kxik ≤
K∑

k=1

kxjk, ∀i ancètre de j

n∑
i=1

tixik ≤ c, ∀k = 1, 2, . . .K

n∑
i=1

xik ≤ nyk, ∀k = 1, 2, . . .K

La résolution est basée sur la méthode de branch and bound.

La solution du premier problème, à savoir celui de la minimisation du nombre
de postes occupés tout en respectant la contrainte de capacité fixée ici à 19 est
donnée au tableau 12.2.

Poste 1 Poste 2 Poste 3 Poste 4 Poste 5 Poste 6

A,2 G,6 B,7 E,15 F,7 N,15

C,5 I,9 L,8 H,4

D,2 K,4 M,6

J,10

19 19 15 15 17 15

Tableau 12.2: Solution du premier modèle

On occupe donc 6 postes. On constate que le temps maximum pris aux
différents poste est de 19 minutes. On obtient une solution équivallente à celle de
l’heuristique de Score 2 puisque son retard d’équilibre est le même, à savoir :

RE =
19 × 6 − 100

19 × 6
= 12, 3%
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Le second problème, à savoir celui de la minimisation du temps de cycle, en
fixant le nombre de postes occupés à 6 a également été résolu au moyen du logiciel
GAMS. Son écriture générale s’écrit donc comme suit :

min z2 = c

scq




K∑
k=1

xik = 1, ∀i = 1, 2, . . .n

K∑
k=1

kxik ≤
K∑

k=1

kxjk, ∀i ancètre de j

n∑
i=1

tixik ≤ c, ∀k = 1, 2, . . .K

n∑
i=1

xik ≤ nyk, ∀k = 1, 2, . . .K

La résolution est également basée sur la méthode de branch and bound.

Sa solution est donnée au tableau 12.3. On constate que le temps maximum

Poste 1 Poste 2 Poste 3 Poste 4 Poste 5 Poste 6

A,2 D,2 J,10 E,15 F,7 N,15

B,7 G,6 L,8 H,4

C,5 I,9 M,6

K,4

18 17 18 15 17 15

Tableau 12.3: Solution du second modèle

pris aux différents poste est de 18 minutes seulement. On obtient une solution
meilleure que celle de l’heuristique de Score 2 puisque son retard d’équilibre est
inférieur :

RE =
18 × 6 − 100

18 × 6
= 7, 41%

Un autre avantage de la formulation en un modèle de programmation mathé-
matique est que l’on peut inclure de nouvelles contraintes. Par exemple, si on veut
que les opération i et j soient effectuées sur le même poste, il suffit d’écrire :

xik = xjk, ∀k = 1, 2. . .n

De nombreuses autres contraintes peuvent ainsi être incluses dans la formulation du
problème, ce qui rend l’outil de la programmation mathématique particulièrement
utile dans ce cas.
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12.6 Exercices

12.1. Equilibrage d’une chaı̂ne. Pour l’exemple de la section 12.1,

(a) au moyen d’un heuristique au choix, déterminer une répartition entre
7 opérateurs de temps de cycle maximum de 18 minutes.

(b) calculer le retard d’équilibre de la chaı̂ne ainsi obtenue.

12.2. Montage en chaı̂ne d’une lampe. Le montage d’une lampe de bureau
nécessite la réalisation de 7 tâches (notées A à G) dont les temps élémentaires
de montage sont donnés en deuxième colonne du tableau 12.4. Les contrain-
tes d’antériorité sont données en troisième colonne du tableau 12.4. L’ob-
jectif de production est de 9 000 lampes par mois. Un mois est constitué de
20 jours de 8 heures par jour.

Tâche Temps (secondes) Préalables

A 22 -

B 14 A

C 27 -

D 40 B,C

E 9 -

F 41 D,E

G 12 F

Tableau 12.4: Montage de lampes à la chaı̂ne.

(a) Déterminez le temps maximum de cycle de la chaı̂ne d’assemblage
pour respecter cet objectif. Autrement dit, une lampe doit sortir de la
chaı̂ne toute les c secondes pour respecter cet objectif. On demande de
déterminer c.

(b) Représentez sur un graphique de réseau les relations d’antériorité.

(c) Calculez le Score 2 pour chacune des tâches de montage. Pour rappel,
le Score 2 est la somme du temps de la tâche et de toutes les tâches qui
la suivent.

(d) En utilisant ce Score 2, déterminez, en utilisant l’heuristique vue au
cours, une affectation des 7 tâches aux postes de travail successifs de
la chaı̂ne.

(e) Calculez le retard d’équilibre de votre solution.
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