Chapitre 1. Applications de la théorie des graphes

I. Programmation dynamique

1) Généralités

Principe : "tout sous-chemin d'un chemin optimal est forcément optimal".

Dn : Soit un chemin optimal AB (trait plein). On
suppose qu'il existe un sous-chemin CD en
pointillés meilleur que le sous-chemin CD en
trait plein — le chemin total en pointillés serait
meilleur que le chemin initial optimal en trait
plein, ce qui est contraire a I'hypothese.

*
*
anunnnt®

Ancien (Fermat, Euler, Lagrange) mais mise en pratique récente : Masse (1944), Bellman (1950-
1957)...
Intérét : - résoudre des problemes de décisions séquentielles (prises 'une apres l'autre).

- atténuer le caractére combinatoire du probleme (sous-chemins non optimaux non traités).
Application aux problémes discrets (graphes) ou continus, en univers certain ou aléatoire.

2) Exemple simple (Roseaux, tome 1 p. 61)

énoncé : Une voie de chemin de fer doit étre
construite entre les villes A et L. Trouver les
villes intermédiaires pour que le cofit de
construction soit minimal (colit 0 = voie déja
construite).

remarques :
- pas de retour en arriere,

- les arcs vont tous d'un rang i a un rang i+1.
— apparition de phases : a chaque phase i, on
va choisir le meilleur chemin allant de A vers
chacun des sommets de la phase i.

— on construit progressivement (= dynami-

rang 0 rang 1 rang 2 rang 3 rang 4 quement) le chemin optimal de A a L par des

décisions séquentielles.

Algorithme. Notations : s;la ville de niveaui: s5,=A,s; € {B,C,D},s,e€ {E,F, G, H},
s;e {LLJ,K},s,=L
iy (Sp 8;,p) - valuationde s; a s, ;
f(s;) : colit minimal de construction de A a s;
Principe . - on calcule f;(s;) =v;(A, s;) pour 5; € {B, C, D}
- on calcule f5(s,) = Min (f;(s;) + v,(s;, s,)) pour chaque s, € {E, F, G, H}
s; antécédent de s,
- de mé€me : f3(s3) = Min (f5(s,) + v3(s,, s3)) pour chaque s; € { 1,J, K}
s, antécédent de s (f3(s3) ne dépend plus de s;)



Intérét de la méthode : - lecture de fi(s;) dans la case mémoire allouée
- élimination des chemins non-optimaux.

& les sommets doivent étre préalablement ordonnés par rang (de i a i+1).

3) Deuxiéme exemple : probléme du sac a dos (Roseaux, tome 1 p. 71)

® ¢noncé : un randonneur veut remplir son sac a dos en maximisant la valeur nutritive totale du sac
sans dépasser le poids de 15 kg. On dispose de 3 aliments avec les caractéristiques suivantes :

Soit x; le nombre de boites retenues pour

aliment 1 2 3 l'aliment i. On cherche les x; qui maximisent
Poids p; (kg) 6 3 9

Valeur nutritive ¢; 15 10 35

C;X;+CyXxy+c3x3s80U8 la contrainte de

poids p; x; + py xy + p3x3 < 15.

e  Probléeme de programmation dynamique (ou programmation mathématique linéaire, cf. chapitre
3) car on va faire un choix successif des valeurs de x; (phase 1), puis de x, (phase 2), puis de x;

(phase 3).
® Notation : y; = état du systeme (poids du sac) apres la phase i (y, = 0)

phase 1 phase 2 phase 3
choix de x; choix de x, choix de x;
J J J
7L S S VR I S (P R
retour élémentaire C1 X Cy Xy C3X3
état du sac Y =P X Yo=Y +Dy % Y3=Y,+DP3X3

c.
® But: Max (c;x; +c¢,x, +c3x5) = Max Zj(yi —;_;) de la forme générale Zvl.(yl._1 -y)

1 1 1

& construction du graphe : pour Oy il faut prendre 1'état du systeme (ici le poids y;) : le choix

de y; n'est pas toujours simple.
® Algorithme. Notations :  f(y;) : valeur nutritive maximale du sac apres le choix de x;

Principe : - déterminer les €tats (poids) de la phase 1 (y; =0, 6, 12) avec les arcs de y,a y;

et leurs valuations (= construire le début du graphe)
- on calcule alors f(y;) = ¢;/p; (v;-y,) pour y; =0, 6, 12

L—» a stocker en mémoire
- déterminer les valeurs de y, (0, 3, 6, 9, 12, 15) + les arcs de y; vers y, + leurs

valuations v,(y;, y,) (= construction de la suite du graphe)
- on calcule alors les f5(y,) = Max {f;(y;) + v,(y;, ¥,)} pour chaque y,
y; antécédent de y,
- et ainsi de suite.



EFREI-L3 Optimisation et complexité HUET

I1. Problémes d'ordonnancement
1) Généralités

® But : il s'agit d'ordonner dans le temps un ensemble d'opérations (= taches) contribuant a la
réalisation d'un projet, ces opérations étant soumises a des contraintes.

e (Contraintes : elles sont de 3 types

- potentielles : - contrainte de succession (la tiche a doit se dérouler avant la tache b).
- contrainte de date (la tiche ne peut commencer avant le 15/3, la tache doit
se terminer avant le 3/4).
- disjonctives : imposent la non réalisation simultanée de 2 tiches (ex : si on a une seule
machine).
- cumulatives : prennent en compte les limites des facteurs de production (hommes,
machines, moyens financiers).

Pour le cours on se limite aux contraintes de succession.

o Mcéthodes d'ordonnancement

au début - analyse du projet (découpage en taches avec les durées et les contraintes).
du projet - ordonner les tiches en respectant les contraintes — graphe.
(10%) - trouver le chemin critique (il donne la durée minimale du projet).

- calculer les dates de démarrage au plus tot et au plus tard des tiches — marges
de réalisation.

suivi du - réactualisation permanente du graphe, des dates, des marges... pour prendre
projet (90%) en compte les aléas extérieurs.

3 méthodes : 1) planning a barres (diagramme de Gantt), seule méthode avant 1958.
A

Cc+ —
h+ @ —_—
aT——

> temps
— bonne visualisation du travail mais limité pour I'analyse du probléme.

2) méthode CPM (Critical Path Method) — PERT (Program Evaluation and Review
Technique; 1958). ex : projet Apollo (méthode US)
(méthode lourde pour les calculs mais graphe utile)

3) méthode MPM (Méthode des Potentiels METRA), Bernard Roy (1957-1959).
ex : armement du paquebot France.
(méthode simple pour les calculs mais graphe peu utile)

® pour le cours : les deux méthodes : - MPM (méthodes des potentiels - tiches)
- PERT (méthode des potentiels - étapes)
seront présentées sur le méme exemple suivant (construction d'un barrage).



opération durée | taches pré recherche
(mois) | requises des rangs
a | construction des voies d'acces 4 - -
b | travaux de terrassement 6 a a
¢ | construction des batiments administratifs 4 - -
d | commande de matériel électrique 12 - -
e | construction de la centrale 10 b, c, d b, c d
f | construction du barrage 24 b, ¢ b, ¢
g | installation des galeries et conduites forcées 7 a a
h | montage des machines 10 e g e g
i | essais de fonctionnement 3 fh fLh
2) Méthode des potentiels - tiches (MPM)
® Principe: - chaque opération est un sommet (ou potentiel) du graphe (sommets connus

au départ).
- chaque arc représente une contrainte.

ex: a—=34 »b: latache b ne peut pas commencer avant la date de début de a + 4
mois (pour une contrainte de succession : 4 = durée de a).

e Construction du graphe : c'est une étape facultative car un graphe MPM est moins parlant qu'un
graphe PERT car on n'y lit pas le temps absolu.

= souvent : - on fait les calculs de dates et marges avec MPM (sans graphe).
- on construit un graphe PERT.

®  Méthode de construction
1) il faut ordonner les sommets a partir de leur rang :
- on part du tableau des prédécesseurs : rang O pour les tiches qui n'ont pas de prédécesseurs.
- on élimine dans le tableau Préd(x) les taches a, ¢, d — celles qui n'ont plus de prédécesseur

sont de rang 1.
- on itere pour avoir les sommets de rang 2, puis de rang 3, etc.

2) on note les sommets par : T, | T, T, est la date de début au plus tot
X Tx* est la date de début au plus tard

et on rajoute un sommet Fin.
3) on construit les arcs a partir du tableau Préd(x) et on rajoute 'arc i — F.

® Dates de début au plus tot T,
2 méthodes : 1) en utilisant le graphe : méthode de Bellman
-pourlerang0:7,=T,=T;=0.
- pour les autres taches x : T, = durée du chemin le plus long d'un

sommet de rang 0 a x.

— la durée minimale du projet est 37 mois.
— en partant du sommet Fin et en remontant le graphe jusqu'au début on obtient
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le chemin critique : a 4 »b »f—24 ;3  »Fin.
— les taches critiques sont : a, b, f, i.

ne peuvent étre retardées ou rallongées sans augmenter la durée du projet.
2) sans utiliser le graphe : méthode des tableaux de Bellman

— on remplit chaque sous-colonne de droite de x avec "prédécesseur de x + sa durée".
— on ajoute une tache fictive D(ébut) avant a, ¢, d (de durée 0).
— algorithme : quand la colonne j est complete, on calcule 7; = max (7; + d;)

ou d; est la durée de i. i préd. de j

10 al4 |0 c|0 d|12 e |10 f|4 g |22 h |34 i |37 Fin|
0 D:0| 0 a4 0 DO[0iDO| 4 b:6|4 ib6]0 iad|12ie10]10f24]34:i3
: : : : 0ic4|0icd 4 g7 (22 h:10

Dates de début au plus tard T,
- but : voir si on peut retarder le démarrage d'une tiche sans rallonger la durée du projet

- 2 méthodes : 1) avec le graphe : Ty =37 et on remonte en arriére 7} = 37 — 3 = 34
avec larelation: 7T, = min (Ty* -dy)
y successeur de x
2) sans le graphe : méthode des tableaux de Bellman

— on remplit chaque sous-colonne de droite de x avec "successeur de x + durée de x"
— on ajoute en colonne i la tache Fin + durée de i = 3
— algorithme : quand la colonne j est compléte, on calcule Tx* = min (Ty* -dy)

y successeur de x

D|0 al|4 b|6 c|2 d[14 e [10 f |17 g |24 h |34 i |
0] 4 'b:4|147e6] 14 e:4] 14 [e12]24 Th:10]34 (24|24 [h:7 |34 1i:10| 37 | F:3
0[17 g4 10 £6 |10 f4| | = ; : : :

0 | |

\S o) Sl

QU O

Marges de réalisation : il existe 3 types de marge pour chaque tiche.

- marge totale : retard maximum que 1'on peut apporter au démarrage d'une tche sans
changer les dates de début au plus tard des tiches suivantes (= sans
retarder la fin du projet) ; pour la tache i : M;=T; - T;.

- marge libre : retard maximum que 1'on peut attribuer au démarrage d'une tache sans
changer les dates de début au plus tot des taches suivantes (= sans changer la
suite de I'ordonnancement) ; pour la tche i : m; = min (T} - T; - d;).
(i —d J) Jj successeur de i

- marge certaine (indépendante) : retard maximum que 1'on peut attribuer au démarrage
d'une tiche sans changer les dates de début au plus t6t des taches suivantes,
alors que les tiches précédentes ont démarré au plus tard ; pour la tiche i :




Ti** = max (Tk* + dy) ou T,w = date de début au plus tot de i quand les taches
k préd. de i
précédentes démarrent au plus tard (7; < T} < T} ).

Mi=min (T;-T; - d;) ou O si ce minimum est négatif.
Jj successeur de i

skek *

T; T, T; T]
| M,
; >

- schéma des marges : :ml d;

€—T—> <€ >
| d;
:(—)(
|

I)OS,ulSm,SM,
2)SiMi=0:>mi=ﬂi=06t5imi=0:>ﬂi=0.

- remarques :

- valeurs des marges sur I'exemple :

tiche| a | b | ¢ | d e f | g | n i
T; 0O+ 4 1 0 0 12 10 4 22 34
T* 0 4 6 2 14 10 17 24 34
M; 0 0 6 2 2 0 13 2 0
m; 0 0 6 0 0 0 11 2 0

T;** - - 0 - - - 4 24 -
Ui 0 0 6 0 0 0 11 0 0

- intérét des marges : on peut chercher a rallonger la durée d'une tache pour diminuer son
cofit, et ainsi avoir 2 criteres d'optimisation : durée et colt.

3) Méthode des potentiels - étapes (PERT)

® Principe: - chaque tache correspond a un arc du graphe, de longueur = durée de la tache.
- chaque sommet correspond a une étape (un moment) du projet signifiant :
= toutes les taches y arrivant sont terminées,

= toutes les tiches en partant peuvent commencer
& les sommets sont inconnus au départ.

al'étape 1 : a et b sont terminées,
c et d peuvent commencer.

- exemple : \aA@/
/bv \dA



o Tache fictive (durée 0) : pour le tableau des prédécesseurs suivants, d n'a pas a comme
prédécesseur, le schéma précédant n'est donc pas représentatif du
probleme, il faut donc créer une tiche fictive.

tache x | Préd(x) —“»@L»
a A

b ' lien fictif de durée = 0
c a b b : d
- ()

- regle : puisque b apparait 2 fois dans la colonne Préd(x), il faut démarrer c de a et pas de b.

- remarque : cette facon de construire les arcs ¢ et d introduit un nombre limité de sommets ;
on obtient un schéma PERT équivalent en introduisant systématiquement un
sommet "début" pour la construction de chaque arc :

—a4_, 0. /début ¢ Probleme :
de ¢ )
’ Ce schéma a beaucoup

0.-

-

d'arcs fictifs, il faudra le simplifier
b _ 0, d @ pour 'constr"uire un graphe PERT
de d minimum".

- remarque : il existe des études essayant de minimiser le nombre d'étapes/d'arcs fictifs
pour obtenir un graphe PERT de taille raisonnable.

& la notion d'étape n'est pas unique : les étapes découlent de la construction du graphe.
e  (Construction du graphe :

- notation des sommets (étapes) : dh ou ¢, = date au plus t6t de 1'étape x
et , = date au plus tard de I'étape x.

& fyett, ne sont pas des dates de début au plus tdt/tard, car une étape n'a pas de durée.
- on ajoute toujours une étape de début D et une étape de fin F.
- 2 méthodes pour la construction du graphe :
1) pour chaque tache, on introduit systématiquement une étape "début de tiche" et
une étape "fin de tache" (facile en machine) ; on a alors beaucoup d'arcs fictifs

dont il faut ensuite réduire le nombre (difficile en machine).

2) pour chaque tache, on évite l'introduction de sommets "début de tiche" (et donc
I'introduction d'arcs fictifs) en appliquant la regle ci-dessus.



- construction : sur I'exemple du barrage

1) recherche des rangs des tdaches (voir méthode MPM) ; on obtient alors 6 étapes :

@a,c,d.b,g . f,e< > h ( > i @

& ce premier graphe PERT est incorrect :
= les contraintes ne sont pas toutes correctes (ici, ¢ est avant g).

= il est interdit de faire terminer a une étape commune deux tiches ayant démarré a la
méme étape (méme si ces deux tidches ont méme durée car en différentiant leur début
ou fin, on garde un degré de liberté pour traiter d'éventuels retards).

2) second graphe PERT : on construit les arcs dans 1'ordre des rangs (a, ¢, d, puis
b, g...) en introduisant si nécessaire des arcs fictifs.

& - e ne peut pas partir de b ou c¢ (car b et ¢ sont dans P(f)) sinon, une contrainte
fausse apparait (d est avant f).
- a la fin, on ne laisse pas de sommet "en l'air", on les relie a I'étape "fin" par un
arc fictif.

3) réduction du graphe : on élimine les arcs fictifs inutiles en fusionnant certaines
étapes.

00 NP B ST 0 51 X T X N
&/ 0/

- intérét du graphe PERT : ce graphe permet de visualiser facilement le temps absolu.

® Dates au plus tot t,

- la date au plus tot de 1'étape x est la valeur du chemin le plus long du début du projet a
I'étape x : t, = max (t,+dyy) ou dy, est la durée de la tache entre y et x.
y prédécesseur de x.

- — durée = 37 mois a b f i

— chemin critique : 1 —» 2 —»3—»6 —» 7 et taches critiques : a, b, f, i.
— date de début au plus t6t 7; de la tiche i partant de 1'étape x : T; = t,.
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Dates au plus tard t,

- la date au plus tard de 1'étape x est la date limite de réalisation 7, telle que la date au plus
tot de la fin des travaux ne soit pas retardée :

- on part de #; = 37 et on remonte le graphe en appliquant la relation : z,” = min (ty*—dxy)
y successeur de x
ou d,, est la durée de la tache entre x et y.

- date de début au plus tard T;" de la tAche i (durée d;) arrivant sur I'étape x : T, =t,* - d;.
Marges de réalisation : mémes définitions des marges que pour la MPM.
- marge totale de la tiche i : M; = T,-* -T;

- marge libre de la tiche i : m;=ty-t,-d ol x et y sont les étapes avant et apres i.
- marge certaine de latiche i : t; =t, - t, - d; (0 si négatif)
ES

Iy Iy fy ty

- schéma des marges :

A 4
A

(x —l> y) m

Non-unicité du graphe PERT - calcul des marges des sommets fictifs

- sur l'exemple suivant, les graphes MPM et x | P(x) | durée
PERT sont construits et les marges des tiches sont a - 2
calculées b a 3
c a 4
d | bc 5
- méthode MPM : graphe et tableau des marges
2|3
) b 3 x |la|b|c|d
00 616 5 11|11 Mi|0]1]0]0
) 4 P m |0 1[0]0
a 212 d F w|ol1]0]o0
c
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a e 0 e b d e
&

- remarque : dans chacun des cas, il y a un arc fictif et un sommet fictif (sommet pour lequel
soit un ou des arcs réels y arrivent et aucun arc réel n’en repart, soit un ou des
arcs réels en partent et aucun arc réel n’y arrive).

& le calcul des marges des taches pose parfois probleme s'il y a des sommets fictifs (SF).

1) les cas I et III ne posent pas de probleme (pour la raison donnée ci-dessous)

2)casll:
b c | d
0\ a2 | b3 o]0 o] 2 [2]6
\\}/ 2 4 T, | 0 3 216
c4 0 M| O 1 0] 0
(ol ws /Ol  Faoemar o0
6]6 s 1111 4 | 0| erreur | 0 | O
SF 4
— regle de calcul des marges pour le sommet fictif 4 : fgp, = tqrz = 6,
dotmy=6-3-t=lety=6-3-1, =1.
3)casIV:
X | a b c | d
T, | O 2 216
b3 T, | 0 3 216
N AN N N N
4 i | 0 0 010
erreur
due au
SF 3

— regle de calcul des marges pour le sommet fictif 3 : tSF3* = tSRz* =2,

dot f,=6-3-15 = 1.

- remarques : 1) ces modifications des dates #, ou fy pour les calculs de marges ne modifient

pas les valeurs calculées de T, Ti* et M,.

2) les cas I et III ne posent pas de problemes car les régles de calcul des

marges se trouvent appliquées d'office.




4) Comparaison rapide des deux méthodes MPM et PERT

MPM PERT
- graphe unique - graphes multiples a cause de la définition des
étapes et des taches fictives
- graphe peu utile - graphe utile car on peut visualiser les dates
absolues
- suivi de I’ordonnancement - suivi plus difficile car il faut supprimer des
simple (modification d'arcs et de | étapes, en rajouter d'autres
valuations)
- programmation simple - programmation difficile (construction du
graphe)

- remarque : les 2 méthodes sont équivalentes pour la prise en compte du caractere aléatoire
de la durée des taches : pour éviter d'avoir a définir la densité de probabilité de
la variable aléatoire "durée" qui est une variable continue, on utilise la loi de
probabilité discrete suivante pour la durée de chaque tache i :

a; = durée minimale, probabilité = 1/6
b; = durée maximale, probabilité = 1/6
¢; = durée vraisemblable, probabilité = 4/6

— durée moyenne de i = a;/6 + b;/6 + 4 ¢;/6 et c’est cette valeur moyenne
qu’on utilise dans les algorithmes pour la durée de i.

Conclusion : - la méthode PERT subsiste, car c’est la méthode la plus connue (la majorité des
logiciels sont américains) et car le graphe est trés utile pour visualiser
I'avancement du projet.
- la méthode MPM est surtout une méthode de calcul (dates et marges) et on
termine par un graphe PERT ou un diagramme de Gantt pour visualiser les
résultats.
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EFREI-L3 Optimisation et complexité HUET

IV. Problemes de flot maximal dans un réseau
1) Généralités

® Réseau de transport : graphe sans boucle, avec une entrée unique E et une sortie unique S, valué
par des nombres représentant des capacités de transport :
- débit maximum d’information dans un réseau informatique,
- débit maximum de voitures dans un réseau routier,
- débit maximum d’eau dans un réseau de canalisations d’eau...

o FExemple : @ 141 @

- a chaque arc (i, j) on associe : 2 [4] A 2 [4]
- sa capacité C(i, j),

- un flot circulant ¢, j). @ 1[1] 1[3] @

- contrainte de capacité :

4171
o, )< C3, j)
o Définitions — relations :
- flot sur un sommet i : o) = Z o(x,10)
x préd.de i

- contrainte : pas de perte ou d’accumulation de "marchandises" a un sommet

o) = z o(x,i) = Z o, y) (flot arrivant en i = flot partant de i)

x préd.de i y succ.de i
- flot partantde E:  @(E) = Z(/)(E, ¥), flot arrivanta S : ¢(S) = Zgo(x,S)
ysucc.de E x préd.de §

- contrainte : pas de perte ou d’accumulation dans le réseau : O(E)=¢(S)

- pour un ensemble A de sommets : - flot entrant dans A : 9,(A)= Z(p(i, J)

iz A, jeA
- flot sortant de A : @,(A)= Zqo(i, 1))
i€ A, je A
- relations entre ¢@;(A) et @,(A) : 4 cas
E S
+ .S N
91(A) 9,(A) PA)
@A)
siEeg AetS¢e A: 9,(A) = ¢;(A) siEe AetS¢ A: 9)(A) = ¢;(A) + (E)
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A
¢;(A) @A)

SiEe AetSe A: @A) = pyA) + (S) siEc AetSe A: pyA) = ¢,(A)

® Probléme : recherche de la quantité maximale de "marchandises" transportables de £ a S en
calculant le flot devant circuler dans chaque arc.

Deux étapes : 1) recherche d’un flot complet (tous les chemins de E a S sont saturés)
2) recherche d’un flot maximal.

2) Recherche d’un flot complet

5[5
o Définitions : - un arc (i, j) est dit saturé si ¢(i, j) = C(i, j) et on notera i % j

- capacité résiduelle d’un arc : C(i, j) - ¢(i, j)
- un chemin est saturé si au moins un de ses arcs est saturé.

- un flot est complet si tous les chemins de £ a S sont saturés (il n’est pas
forcément maximal).

e 2 méthodes de recherche :

a) résolution "manuelle"”

Algorithme : 1) partir d’un flot au jugé (en informatique : flot = O sur chaque arc) et marquer d’un
double trait les arcs saturés.
2) rechercher un chemin non saturé.
3) saturer ce chemin en ajoutant au flot de chacun des arcs, le minimum des
capacités résiduelles C(i, j) - ¢(i, j) de ces arcs.
4) retour a 2) jusqu'a ce que tous les chemins soient saturés.

Exemple : @ [4] >(3

[4] A (4]

(7]

b) algorithme de Bloch (1967)

But : pour la recherche de chemins non saturés, on élimine progressivement les arcs saturés, les arcs
bloqués (on ne peut plus augmenter leur flot) et les circuits (on met le flot O sur I'arc de plus
petite capacité du circuit pour éliminer celui-ci)
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\ /i
exemples d'arcs bloqués : e
p q /%V t %»\

Algorithme : 1) dresser la liste des arcs dans 1’ordre de la numérotation avec leur capacité.
2) choisir dans la liste des arcs praticables (non saturés, non bloqués) le premier arc
de plus petite capacité résiduelle p,.
3) déterminer un chemin praticable de E a S, passant par 1’arc précédent, en prenant
les sommets dans 1’ordre de la numérotation.
- si le chemin est élémentaire (sans répétition de sommets), on augmente le flot
des arcs de ce chemin de py et on passe a 4).
- si le chemin n’est pas élémentaire (il existe un circuit), on bloque les arcs de
capacité la plus faible du circuit mis en évidence et retour a 2).
4) pour chaque sommet du chemin choisi, vérifier s’il existe des arcs a bloquer, les
bloquer et retour a 2).

Exemple : @ [4] >(3

(4] A [4]

SO

[7]

3) Recherche d'un flot maximal a partir d'un flot complet (algorithme de Ford-Fulkerson, 1956)

o Algorithme :

1) Marquer l'entrée E du réseau (+).

2) Marquer l'extrémité terminale d'un arc (i, j) non saturé dont l'extrémité initiale est
marquée (mettre +i a coté de j) : on pourra augmenter le flot sur cet arc.

3) Marquer l'extrémité initiale d'un arc (k, /) transportant un flot non nul et dont I'extrémité
finale est marquée (mettre -/ a c6té de k) : on pourra diminuer le flot sur cet arc.

4) Deux possibilités :

— si on n'arrive pas a marquer la sortie S, alors le flot est maximal.
— si on arrive a marquer la sortie :
* prendre une chaine de sommets marqués de Ea S ;

* calculer  d; = min [C(, j) - ¢Xi, j)]
arcs (i, j) parcourus dans le sens des fleches
(on peut augmenter le flot sur ces arcs d'une quantité d;) ;

* calculer d2 = min [ (i, j)]

arcs (i, j) parcourus en sens opposé des fleches
(on peut diminuer le flot sur ces arcs d'une quantité d) ;

* augmenter de d = min (d;, d,) le flot des arcs parcourus dans le sens des fleches ;
* diminuer de d = min (d, d,) le flot des arcs parcourus dans le sens opposé des fleches ;

* recommencer a 1) jusqu'a ce que la sortie ne puisse plus étre marquée.
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Exemple : @ 3[4] @
(en partant du flot complet obtenu 4[4] A 0 [4]
avec l'algorithme de Bloch)
®
@ 3[5] 03]

6 [7]

e  Optimalité du flot obtenu :
- coupe : soit L un ensemble de sommets telque E€ LetS¢ L

= la coupe associée a L est I'ensemble des arcs (i, j) sortantde L : i€ Letje L
= sa capacité est la somme des capacités de ses arcs : C(L) = z Cc@,j)

ieL, jeL
= propriété : ¢(E) < C(L), quel que soit L (ce qui est créé en E doit sortir de L)

- flot maximal : soit L, I'ensemble des sommets marqués (S & L, car le flot est maximal)

* les arcs sortant de L, sont satur€s (sinon le sommet suivant appartiendrait a L) :

¢2(L0) = C(Lo)-
* les arcs entrant dans L, sont a flot nul (sinon le sommet de départ appartiendrait a L) :
* or 9Ly = ¢(Ly + ¢E) puisque E€ LyetSe L,
* donc (E) = ¢&S) = 9o(Ly) - ¢;(Ly) = C(L) est maximal (car E) < C(L), V L)

- complexité de 1'algorithme :

= complexité de I'ordre de 1> olt 1 est le nombre de sommets ;

= des algorithmes plus rapides existent (n4 pour Dinic, n pour Karsanov), ils font appel a la
notion de graphe d'écart.

4) Application classique

e FEnoncé

Trois dépots A, B, C disposent de 30, 20 et 45 | D E F G
tonnes de marchandises ; quatre destinations D, E, F, G A 5 5 - 20
en demandent des quantités respectives de 10, 25, 20 et B - 20 10 -
25 tonnes. Des camions offrent les capacités de transport C 10 5 10 10

ci-contre. Etablir le meilleur plan de transport.

e Solution : introduire une entrée et une sortie pour obtenir un réseau de transport ; la recherche
d'un flot maximal donne une quantité maximale transportée de 75 tonnes de marchandises.
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EFREI-L3 Optimisation et complexité HUET

V. Problemes de transport

1) Probleme posé

e  Exemple :

Des marchandises doivent étre transportées des m = 3 1 2 3 4 a;
usines I, II, III aux n = 4 distributeurs 1, 2, 3, 4, le transport I 12 27 61 49 | 18
d'une marchandise de l'origine i & la destination j ayantuncolt 11 | 23 39 78 28 | 32
Cij donné€ dans le tableau ci-contre. La disponibilité a; en m! 67 56 92 24| 14

marchandises de 1'usine i et la demande bj de marchandises du

b, 9 11 28 16
distributeur j sont également données dans le tableau. J

® But: le probleme consiste a déterminer les quantités X;j a transporter de i vers j de fagon que le

colt total de transport Y > c..x.. soit minimal tout en satisfaisant les deux contraintes :

i o
- la quantité totale de marchandises partant de i est €gale a la disponibilité a; : inj =a;
J
- la quantité totale de marchandises recue par j est égale a la demande bj : > X = bj .
& - pour résoudre le probleme, il faut impérativement que la demande globale soit égale a la

disponibilité globale : > a, = ij . Dans l'exemple : > a; = ij =64.
i J i j

- si ce n'est pas le cas, par exemple si by = 18 au lieu de 28, il faut créer un distributeur
fictif j = 5 avec une demande b5 = 28 - 18 = 10 et attribuer un colt énorme (1000) pour
que la somme des x;5 soit égale a 10 et qu'ainsi aucune marchandise réelle soit
transportée vers le distributeur fictif.

®  Résolution en deux étapes : 1) recherche d'une solution de base initiale,
2) recherche de la solution optimale.

2) Recherche d'une solution de base initiale

e Solution de base : - on a m X n inconnues X avec m + n - 1 équations (m équations de

disponibilités + n équations de demandes - 1 équation "demande globale
= disponibilité globale") ; on peut donc déterminer m + n - 1 inconnues.
- une solution {xij} est dite de base si les autres inconnues, au nombre de

mxn-(m+n-1)=(m-1)Xx(n-1), sont nulles.

e Algorithmes : certains n'utilisent pas les cofits Cij (coin Nord-Ouest), d'autres les utilisent
(Minili, Minico, différence maximale).
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e Méthode du coin Nord-Ouest

algorithme :

exemple : 1 2 3 4
I 9 9 0 0
m|o 2 28 2
mj|o 0 0 14
bj 9 11 28 16
remarques :

=2 X3 =6 zéros,

-colit=9%x12+9x27+2%x39+28x78+2x28 +

14 x 24 = 3005,

- une solution de base donne un graphe connexe sans

cycle (= arbre).

& si la solution n'est pas

de base (dégénérée) :
rendre connexe le graphe en
rajoutant par exemple 1'arc I-2
avec une quantité transportée
petite € > 0 et fairee =0
quand l'optimum est obtenu.

e Méthodes Minili et Minico

I

b;

a;

18
32
14

case I, 1:
case I, 2:
case II, 2 :
case II, 3 :
case 11, 4 :
case 111, 4 :

1 2 3 4
9 € 0 O
0 11 21 0
0 0 7 16
9 11+¢& 28 16

- la solution est de base car on obtient (m - 1) X (n - 1)

9+ ¢
32
23

1) transporter sur la case Nord - Ouest la quantité maximale possible ; 2) retour a 1.

Min (18, 9) =9
Min (9, 11) =9
Min (32, 2) =2
Min (30, 28) = 28
Min (2, 16) =2

Min (14, 14) = 14.

110 14 2
4
9 1
I—=——"____&___.
11 2
I 21

Minili : affecter sur la ligne I (puis sur les lignes II, III, I, II...) le maximum de marchandises a la

relation de colit minimal sur la ligne.

Minico :

marchandises a la relation de coiit minimal sur la colonne.

exemple : 1 2 3 4
I 9 0 9 0
m|o 0 16 16
mi,o 11 3 0
bj 9 11 28 16

Minili (colt 3245)

a;

18
32
14

o  Méthode de la différence maximale (Balas - Hammer)

algorithme :

petit et celui immédiatement supérieur ;
2) choisir la rangée de différence maximale : affecter a la relation de colit minimal de

cette rangée la quantité maximale possible ; ceci sature une ligne ou une colonne ;
3) retour a 1 jusqu'a ce que toutes les rangées soient saturées.

19

I
II
I

b

affecter sur la colonne 1 (puis sur les colonnes 2, 3, 4, 1, 2...) le maximum de

1 2 3 4 g
9 9 0 0 |18
0 2 28 2 |32
0 0 0 14|14
9 11 28 16

Minico (cofit 3005)

méme solution qu'avec le coin N-O

1) calcul pour chaque rangée (ligne ou colonne) de la différence entre le coft le plus



exemple :

1 2 3 4 q
- la solution est une solution de base car elle contient 6 z€ros, 0o 0 18 0 lé
-colit=18%X61 +9x23+11x39+10%x78+2x28
m|9o 11 10 2 | 32
+ 14 x 24 = 2906,
méthode efficace (résultat souvent proche de I'optimum) mio 0 0 I4]14
P PRI b 9 11 28 16

3) Recherche de la solution optimale (méthode du stepping-stone)

® Remarque : on part de la solution du coin Nord - Ouest car on verra que la solution donnée par
la méthode de la différence maximale est optimale.

® Meéthode : ’/_/12///% 1
I 2

- rajouter un nouvel arc, par exemple l'arc I-3 de coit 61 ; ceci crée 61 2
lecycle, 3,11, 2,1 ; 7 -~

-3
- transporter +1 sur l'arc I-3, -1 sur I'arc II-3, +1 sur l'arc II-2, -1 sur 28 3
I'arc 1-2, soit un cofit marginal négatif de 61 - 78 + 39 - 27 =-5 T 24

(disponibilités et demandes respectées en chaque sommet) ; 4

- on cherche la quantité a transporter 12 1 12+12=24
sur l'arc I-3 qui va éliminer l'arc [-2 39-27=12 | //2/-)

7
ou l'arc II-3 (voir plus bas) ; > 2 0+39=39
- on applique la méthode des potentiels 0 1II 39 78
pour trouver les cycles intéressants \28 3 0+78=178
(potentiel v, =0 pour laligne [T quia  7g_24-4 1II 24
le cofit le plus élevé : 78). 4 0+28=28

- colit marginal d'un cycle introduit par un arc X-Y : Oxy=Vxy+Vx—Vy
avec vy y=colitde X a Y et vy, vy = potentiels des sommets X et Y.

e Algorithme du stepping stone :

1) choisir la case affectée ayant le coft le plus grand et prendre 0 comme potentiel de cette
ligne ;
2) calculer les potentiels de chaque rangée ;
3) calculer les cofits marginaux 5X,Y =vyy+ vy - Vy des cases (X,Y) du tableau non
affectées :
- si tous les 5X,Y sont > 0 : I'optimum est atteint ;
- sinon, pour le dy y le plus négatif : rechercher le cycle introduit par 1'arc (X,Y), en

utilisant des signes + et —, et déplacer la quantité maximale possible ;
4) retour en 1.
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e  FExemple :

I
itération 1 : 1I

I

Potentiel

I
itération 2 : II

111

Potentiel

I
itération 3 : II

I

Potentiel

1 2 3 4
9 9(-) (+)
12 27 61 49
2(+) 128 (=) |2
23 39 78 28
14
67 56 92 24
24 39 78 28
1 2 3 4
9(-) 9 (+
12 27 61 49
+ 11 19 ()12
23 39 78 28
14
67 56 92 24
29 39 78 28
1 2 3 4
18
12 27 61 49
9 11 10 2
23 39 78 28
14
67 56 92 24
23 39 78 28

Potentiel

12

0

4

Potentiel

17

0

4

Potentiel

17

0

4

" §3=61+12-78=-5

= quantité déplagable =
Min (9, 28) =9

= gain=-5Xx9=-45

= colt total = 3005 - 45
=2960.

" 5y =23+0-29=-6

= quantité déplagable =
Min (9, 19) =9

= gain=-6Xx9=-54

= colt total = 2960 - 54
=2906.

* tous les dy ysont >0
(1a solution est optimale).

® Remarque : I'optimum n'est pas unique s'il existe un cofit marginal Jy y nul.
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