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EFREI-L3 Optimisation et complexité HUET 

 

 

Chapitre 2. Phénomènes aléatoires en RO 
 

 

 Le hasard intervient : - files d'attente (arrivée des clients, durée du service), 

 - fiabilité des équipements (instants des pannes, durée des réparations), 

 - gestion des stocks (instants des commandes, quantités demandées)  

 ⇒ processus stochastique : Einstein (1905), Markov (1910), Kolmogorov (1933)… 

 

 

I. Processus stochastique markovien 
 

1) Définitions 

 

• Processus stochastique : ensemble de variables aléatoires (v.a.) Xt dépendant du temps t (t ∈ T). 

 

 - soit T = {t1, t2, t3…} ; Xt forme une suite de v.a. (chaîne de Markov) : exemple d'une 

machine en marche à t (Xt = 1) ou en panne (Xt = 0) observée à des instants tn. 

 - soit T est un intervalle continu [tinitial, tfinal] ; on a réellement un processus stochastique 

(amplitude At d'un signal aléatoire, nombre Nt de personnes dans une file d'attente). 

 - si les v.a. Xt prennent un nombre fini (ou dénombrable) de valeurs, on parle d'un "processus 

à espace d'états discret" (exemple : Nt), sinon le processus est dit "à espace 

d'états continu" (exemple : At). 

 

• Processus markovien : processus pour lequel ∀u les v.a. Xt pour t > u ne dépendent pas des v.a. 

Xs pour s < u : Xt ne dépend que de Xu et Xt>u (processus sans mémoire). 

 

 - exemples : machine en panne ou marche (chaîne de Markov), Nt dans file d'attente. 

 

2) Processus markovien particulier : processus de naissance (PN) 

 

• Quelques rappels sur les probabilités 

 

• Définitions : un processus de naissance correspond à l'apparition d'"individus" à des instants 

aléatoires ; le PN est la donnée des v.a. Nt pour t ∈ T, où Nt est le nombre 

d'"individus" apparus dans l'intervalle [0, t]. 

 - PN homogène : P(Nt+∆t = k + 1 | Nt = k) est indépendant de t ( ∆t est infiniment petit).  

 

 On peut alors écrire : P(Nt+∆t = k + 1 | Nt = k) = λk ∆t (en négligeant les termes d'ordre supérieur) 

 et P(Nt+∆t = k | Nt = k) = 1 - λk ∆t (pas plus d'une apparition car ∆t est petit) 

 

 On pose : pn(t) = P(Nt = n), c'est aussi P(Nt = n | N0 = 0). 
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 - diagramme des transitions (entre t et t + ∆t) : 
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• Equations du futur : méthode différentielle 

 

 - formule des probabilités totales (FPT) : )1()()()(
11

ttpttpttp
nnnnn
∆λ−+∆λ=∆+ −−  

 

 - équations du futur (avec ∆t → 0) : )()()('
11

tptptp
nnnnn −−λ+λ−=  

 (pn(t) se calcule à partir de pn-1(t)) 

 si n = 0 : )()('
000

tptp λ−=  

 si n = 1 : )()()('
00111

tptptp λ+λ−=  (résolution de proche en proche) 

 

• Cas particulier : processus de Poisson 

 

 - définition : P(Nt+∆t = k + 1 | Nt = k) = λ ∆t - indépendant de t (processus homogène) 

 - indépendant du nombre k d'individus (λk = λ) 

 conséquences : - probabilités d'apparition identiques dans [t, t+∆t] et [u, u+∆t], 

 - indépendance du nombre d'individus apparus entre [t, t+∆t] et [u, u+∆t] 

 

 - équations du futur : le calcul donne  
tetp λ−=)(

0
, 

tettp λ−λ=)(
1

, 

 et par récurrence : 
t

n

n
e

n

t
tp λ−λ

=
!
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 ⇒ le nombre Nt d'individus apparus entre 0 et t (ou entre t0 et t0+t) suit une loi de 

Poisson de paramètre λt. 

 

 - intervalle de temps T entre 2 apparitions d'individus : 

 

� Quelques rappels sur les probabilités 

� Fonction de répartition : F(t) = P(T < t) = 1 - P(T > t) = 1 - p0(t) = 1 - e
-λt

 si t > 0, 0 sinon. 

� Densité de probabilité : f(t) = F '(t) = λ e
-λt

 si t > 0, 0 sinon (loi exponentielle de 

paramètre λ) 

� Espérance de T : 
λ

== ∫
∞+ 1

)()(
0

dttftTE  donc λ = nombre moyen d'individus 

apparaissant par seconde. 

 - conclusion : 

 

 instants d'arrivée indépendants en nombre moyen λ par seconde (= processus de Poisson) 

 ⇔ intervalles de temps T entre 2 arrivées de densité exponentielle de paramètre λ. 
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3) Processus de naissance et mort (PNM) 

 

• Processus de mort (PM) homogène : processus où les individus disparaissent à des instants 

aléatoires. 

 

� N individus à t = 0, 

� P(Nt+∆t = k - 1 | Nt = k) = µk ∆t (∆t petit). 

 

• Processus de naissance et mort (PNM) homogène : les individus apparaissent et disparaissent à 

des instants aléatoires (ex : files d'attente) 

 

� N0 =0 avec éventuellement une limitation à N (valeur maximale de k), 

� P(Nt+∆t = k + 1 | Nt = k) = λk ∆t 

� P(Nt+∆t = k - 1 | Nt = k) = µk ∆t (∆t petit) 

� P(Nt+∆t = k | Nt = k) = 1 - λk ∆t - µk ∆t avec λk > 0 et µk > 0 (sauf µ0 = 0) 

 

• Diagramme des transitions (entre t et t + ∆t) : 
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• Equations du futur : 

 

 - FPT : )()()()1()(
1111

tpttpttpttttp
nnnnnnnn ++−−

∆µ+∆λ+∆µ−∆λ−=∆+  

 

 - équations du futur (avec ∆t → 0) : )()()()()('
1111

tptptptp
nnnnnnnn ++−− µ+λ+µ+λ−=  

 si n = 0 : )()()('
11000

tptptp µ+λ−=  

 si n = N : )()()('
11

tptptp
NNNNN −−λ+µ−=  (c'est intégrable, cf. littérature) 

 

• Régime permanent : pn(t) met un certain temps (régime transitoire) avant de se stabiliser. Ce 

régime transitoire est souvent court, on s'intéresse alors surtout au régime 

permanent pour lequel pn(t) ne dépend plus du temps : pn(t) = constante notée pn. 

 

 - les équations du futur donnent alors : 
0
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n
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= − . Avec la condition de normalisation 

1
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ouN

n
n

p  (le système est forcément dans un des états n), on obtient p0 et par suite pn. 

 

 - cas particulier fréquent : tous les λk sont égaux à λ et tous les µk sont égaux à µ (avec λ < µ), 

alors : 
0
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• Théorème des coupes : pour un processus markovien quelconque. 

 

 - on réalise une coupe sur le diagramme des transitions : 
10 n-1 n n+1
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∆t

λ
n-1

∆t

 
 - en régime permanent (la situation de départ est oubliée), la probabilité de sortie de la coupe 

entre t et t+∆t est égale à la probabilité d'entrer dans la coupe, d'où : 
nnnn

pp µ=λ −− 11
 

 - cette relation redonne directement 
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= − . 

 - la relation de récurrence obtenue par la méthode des coupes est toujours plus simple (ici 

relation entre pn-1 et pn) que celle obtenue par les équations du futur (ici relation entre pn-1, 

pn et pn+1) ; par contre, les équations du futur permettent de calculer le régime transitoire. 

 

II. Phénomènes d'attente 
 

1) Description d'un système d'attente (SA) 

 

 

• Schéma : 

 

 une seule 

 FA ! 

 
clientèle

(infinie ou non)

file d'attente (FA)

serveur 1

serveur 2

serveur m

sortie

système d'attente (SA)  

 

• Exemples : supermarché (1 caisse), attente à la poste (1 FA), attente chez un médecin ou à une 

station de taxis, réseau d'ordinateur avec une seule imprimante… 

 

• Remarques : - bien distinguer SA et FA, 

- le système est ouvert (sur l'extérieur) si la clientèle est infinie, 

- le système est fermé si la clientèle est finie (exemple du système formé par des 

machines en attente de réparation dans une salle), 

- historique : Erlang (1917, réseau téléphonique), E. Borel, A. Khintchine,  

W. Feller, informaticiens (réseaux d'ordinateurs)… 

 

• Variables aléatoires caractérisant un SA : 

 

 - loi d'arrivée X des clients :  

 

 exemple fréquent : loi de Poisson de paramètre λ  

 

 - instants d'arrivée indépendants, 

 - λ = nombre moyen d'arrivées par seconde, 

 - Proba(n clients arrivent entre 0 et t) = t
n

e
n

t λ−λ

!

)(
, 

 - l'intervalle de temps T entre 2 arrivées successives suit une loi de densité 

exponentielle de paramètre λ : f(t) = λ e
-λt

 si t > 0 (0 sinon) et 
λ

=
1

)(TE . 
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 - loi de la durée Y du service :  

 

 exemple fréquent : durée exponentielle de paramètre µ (bcp de services courts, peu de longs) 

 

 - fY(y) = µ e
-µy

 si y > 0 (0 sinon) ; FY(y) = P(Y < y) = 1 - e
-µy

 si y > 0 (0 sinon), 

 - durée moyenne du service = 
µ

== ∫
∞+ 1

)()(
0

dyyfyYE
Y

. 

 

 - notations : ∀ X et Y, on pose : - taux moyen d'arrivées = 
)(

1

XE
=λ , 

 - taux moyen de service (pour 1 serveur) = 
)(

1

YE
=µ . 

 

 - autres variables : 

 

� N = nombre de clients dans le SA 

� NQ = nombre de clients dans la FA 

� W = durée d'attente pour 1 client dans le SA 

� WQ = durée d'attente pour 1 client dans la FA. 

 

file d'attente (FA)

serveur 1

serveur m

NQ

N

WQ Y

W = WQ + Y
 

 

• Notation de Kendall d'un SA : X / Y / m / K / M / R (3 premiers paramètres obligatoires) 

 

 avec :  - X : loi des arrivées (M si loi de Poisson) 

 - Y : loi de la durée du service (M si exponentielle) 

 - m = nombre de serveurs 

 - K = capacité d'accueil = nombre maximum de clients dans le SA (∞ par défaut) 

 - M = taille de la population des clients (∞ par défaut) 

 - R : règle de service (PAPS = FIFO par défaut). 

 

 exemples : - M / M / 1 : arrivées indépendantes, durée du service exponentielle, 1 serveur 

 - M / M / m : idem sauf m serveurs 

 - M / M / m / m : idem + les clients repartent si les m serveurs sont occupés 

 - M / M / m / K : idem + les clients repartent s'il y a K - m personnes dans la FA 

 - M / M / m / K / K : idem + cas du système formé par K machines pouvant 

tomber en panne et être réparées par m mécaniciens (m < K). 
 

• Critères de performance : 
 

� 
µ

λ
==

)(

)(

XE

YE
u  : intensité du trafic (en Erlang) ; 

� nombre minimal de serveurs = plus petit entier m tel que 1<
m

u
 ; 

� 
m

u
=ρ  = facteur d'utilisation = 

mT

T

possibleservicedetemps

/demandéservicedetemps µλ
 ; 

� 
Q

WW et  : durée moyenne de séjour dans le SA et dans la FA ; 

� 
Q

NN et  : nombre moyen de clients dans le SA et dans la FA. 
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• Equations de conservation des clients dans le SA : formules de Little 

 

 - pour un SA de type G / G / m : WN λ=  et 
QQ

WN λ=  

 - pour un SA de type G / G / 1 : 
µ

=
N

W
Q

 

 

2) Système d'attente M/M/1 (/ ∞ / ∞ / FIFO) 

 

• Hypothèses : 

 
file d'attente (FA) serveur

Ti
T'i T'i+1 T'i+2

yi+1 yi+2  
 - loi des arrivées : processus de Poisson de paramètre λ, 

 - loi de la durée du service : exponentielle de paramètre µ, 

 (condition de non-engorgement : 1<
µ

λ
=u ) 

 - conséquence : les instants de sortie T'i obéissent à une loi de Poisson de paramètre µ : 

 Proba(x clients sortent entre 0 et t) = 
t

x

e
x

t µ−µ

!

)(
, 

 

• Diagramme des transitions du PNM Nt : 
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 - P(Nt = n) = pn(t) donnée par les éq. du futur : )()()()()('
11

tptptptp
nnnn +− µ+λ+µ+λ−=  

 - en régime permanent : pn'(t) = 0 ⇒ 
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• Lois et espérances de N et NQ : 

 - pour N : 

n

n
pnNP 









µ

λ

µ

λ
−=== )1()(  et 

λ−µ

λ
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−
== ∑

+∞

=
u

u
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n
n 1
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 - pour NQ : NQ = 0 si N = 0 ou 1  et  NQ = n si N = n + 1 

 d'où 

2
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
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+ 
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
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10
λ−µµ
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−
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+∞

/=
u

u
nNPnN

n
QQ

 

 

 - remarque : 1+≠
Q

NN  car 1+≠
Q

NN  lorsqu'il n'y a personne dans le SA, 

 
0

1 pNN
Q

−=
µ

λ
=−  = probabilité que le serveur soit occupé (= facteur d'utilisation). 
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• Lois et espérances de W et WQ : 

 

 - pour W : densité de probabilité exponentielle de paramètre µ - λ :  

 t
W

etf
)()()( λ−µ−λ−µ=  si t > 0 (0 sinon), 

 fonction de répartition : 
t

W
etWPtF

)(1)()( λ−µ−−=<=  si t > 0 (0 sinon), 

 espérance : 
λ−µ

== ∫
∞+ 1

)(
0

dttftW
W

. 

 

 - pour WQ : v.a. mixte (à la fois continue et discrète car P(WQ = 0) ≠ 0) 

 
µ

λ
−=== 1)0(

0
pWP

Q
 

 densité de probabilité : t

QW
etf

)()1()( λ−µ−

µ

λ
−λ=  si t > 0 (0 si t < 0), 

 tt

QWQQ
edfWPtWP

)(

0
1)()0()( λ−µ−

µ

λ
−=ττ+==≤ ∫  si t ≥ 0 (0 sinon), 

 espérance : 
λ−µµ

λ
=+

µ

λ
−×= ∫

∞+ 1
)()1(0

0
dttftW

QWQ
. 

 

• Remarque : on retrouve bien les formules de Little : WN λ= , 
QQ

WN λ= , 
µ

=
N

W
Q

. 

 

• Exemple : la durée moyenne de consultation chez un médecin est de 15 minutes (µ = 4 / h) ; les 

clients sont convoqués toutes les 20 minutes (λ = 3 / h) mais arrivent aléatoirement. 

Alors : 3=N  ; 25,2=
Q

N  ; 60=W  minutes ; 45=
Q

W  minutes. 

 

• Conservation des clients dans le SA : 
 

 - en régime permanent, pendant ∆t : 

 nombre moyen de clients entrant dans le SA = λ ∆t  

 = nombre moyen de clients sortant du SA = µ ∆t (1 - p0) 

 - on retrouve la relation : λ = µ (1 - p0), soit 
µ

λ
−=1

0
p  = probabilité que le serveur se repose. 

 

3) Système d'attente M/M/m (/ ∞ / ∞ / FIFO) 
 

• Diagramme des transitions entre t et t + ∆t pour m = 3 serveurs : 

 

λ∆t

1-λ∆t 1-(λ+µ)∆t 1-(λ+3µ)∆t

λ∆t

0 1 2 3

λ∆t

1-(λ+3µ)∆t

4

λ∆t λ∆t

5
µ∆t 2µ∆t 3µ∆t 3µ∆t 3µ∆t

1-(λ+2µ)∆t

 
 

 - remarque : P(Nt+∆t = k - 1 | Nt = k) = 3 µ ∆t si k ≥ 3 car 3 clients peuvent sortir du service en ∆t. 
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• Probabilités pn en régime permanent (m serveurs) : théorème des coupes 

 

 - pour n ≤ m : 
0!
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 - pour n > m : 
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 la condition de normalisation 1
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• Lois de probabilités de N, NQ , W, WQ : cf. A. Alj, R. Faure, Guide de la RO, Tome 2, p. 222. 

 

• Espérances de N, NQ , W, WQ : 

 
0

2)1(!

p

m
mm

W

m

Q

µ

λ
−µ










µ

λ

=  d'où 
QQ

WN λ=  (Little) 

 W = WQ + Y donne : 
µ

+=
1

Q
WW  d'où WN λ=  (Little) 

 

 serveur)1(
2

1
serveurs)2(

QQ
WW <<  !!  

 

 exemple de l'attente chez un médecin : 

 

 s27min2serveurs)(2 =
Q

W  alors que s30min22serveur)1(
2

1
=

Q
W  !! 


