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Chapitre 1

Systémes d’équations linéaires et
matrices

L’algébre linéaire est un outil essentiel pour toutes les branches des mathématiques appliquées,
en particulier lorsqu’il s’agit de modéliser puis résoudre numériquement des problémes issus de divers
domaines : des sciences physiques ou mécaniques, des sciences du vivant, de la chimie, de I’économie,
des sciences de l'ingénieur,...

Par exemple, la physique abonde de relations linéaires : les lois fondamentales du mouvement
sont presque toutes linéaires, ou se déduisent de lois linéaires. Les systémes électriques sont fonda-
mentalement décrits par des lois linéaires (V' = RI, etc.) C’est pourquoi, le présent cours commence
avec une étude des équations linéaires et de leur résolution.

1.1 Introduction aux systémes d’équations linéaires

L’équation d’une droite dans le plan xy s’écrit
a1x +asy=">

ol a1, as et b sont des paramétres réels. Cette équation s’appelle équation linéaire dans les variables
(ou inconnues) z et y.

Exemple 1.1.
204+ 3y =6

Y

Exemple 1.2. Les équations suivantes ne sont pas des équations linéaires :
20+t =1
y = sin(x)

=5
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Définition 1.3. De maniére générale, on appelle équation linéaire dans les variables 1, ...., T, toute
relation de la forme

ax1+ - Fapx, =b (1.1)
ol ay,...,a, et b sont des nombres réels.

Il importe d’insister ici que ces équations linéaires sont implicites, c’est-a-dire qu’elles décrivent
des relations entre les variables, mais ne donnent pas directement les valeurs que peuvent prendre
les variables.

Résoudre une équation signifie donc la rendre explicite, c’est-a-dire rendre plus apparentes les
valeurs que les variables peuvent prendre.

Une solution de I’équation linéaire (1.1) est un n-uple s1, ..., s, de valeurs des variables x1, ..., x,
qui satisfont a I’équation (1.1). Autrement dit

a181 + -+ ansy, = 0.
Par la suite, nous étudierons I’ensemble des solutions d’une équation linéaire.
Exemple 1.4. Trouvons ’ensemble des solutions de ’équation
r1 — 42y + 1323 = 5.

Nous donnons des valeurs arbitraires s et t & x5 et x3 respectivement et résolvons 1’équation par
rapport a xy :
Iy =S, T3 =1 et r1 =4s — 13t + 5.

L’ensemble des solutions est alors
xr1 =4s — 13t + 5, Ty =S, T3 =1
ol s et t sont des nombres réels quelconques.

Définition 1.5. Un ensemble fini d’équations linéaires dans les variables x1,...,x, s’appelle un
systeme d’équations linéaires. Tout n—uplet de nombres s1, . .., s, satisfaisant chacune des équations
s’appelle solution du systéme d’équations linéaires.

Exemple 1.6. Le systéme

X1 — 31‘2 + T3 = 1
7211 + 41‘2 — 3$3 =9
admet comme solution
.731:—18, $2=—6, .7,‘3:1.
Par contre
T = 7 Tg = 2 T3 = 0

ne satisfait que la premiére équation. Ce n’est donc pas une solution du systéme.
Définition 1.7. Un systéme d’équations est dit incompatible ou inconsistant s’il n’admet pas de
solutions.

Exemple 1.8. Le systéme linéaire

r1+x9 = 1
2I1+21‘2 =1

est clairement incompatible.
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Considérons le systéme
aj1r1 +apry = b
1.2
{ a171 + azery = by (1.2)

avec aj1 - a1z 7§ 0 et agy + a2 ;é 0.
Ces deux équations représentent deux droites d; et do dans le plan x125 et une solution du
systéme est un point (s1, s2) qui est sur les deux droites. Trois cas se présentent alors :

(1) Les droites d; et d2 se coupent en un seul point. Dans ce cas, illustré par la figure 1.1, le systéme
(1.2) a une seule solution.

(2) Les droites dy et dy sont paralléles. Alors le systéme est incompatible et n’a pas de solution. La
figure 1.2 illustre cette situation.

(3) Les droites d; et do sont confondues et, dans ce cas, le systéme a une infinité de solutions.

Nous verrons plus loin que ces trois cas de figures (aucune solution, une seule solution, une infinité
de solutions) sont les seuls cas qui peuvent se présenter pour n’importe quel systéme d’équations
linéaires.

A T

do

Fi1G. 1.1 — Droites se coupant en un seul point

A T

da
dy

F1G. 1.2 — Droites paralléles
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A T2

F1G. 1.3 — Droites confondues

1.2 Systémes linéaires et matrices

Considérons un systéme quelconque de m équations a n inconnues,

a1 + a2z + -+ aipT, = b
a21%1 + a2 + -+ + a2y, = ba
(1.3)
Q11 + Qa2+ + Amn®n = by

otl le nombre réel a;; est le coeflicient de la j-éme inconnue dans la i-éme équation.

Définition 1.9 (Matrice augmentée). Nous obtenons la matrice augmentée associée au systéme en
«oublianty les variables z; et les signes «+» et «=». La matrice augmentée aasociée au systéme (1.3)
est alors

a11 a12 G b
a21 a22 e agzn b
Am1 Am?2 tee Amn bm

Exemple 1.10. Considérons le systéme linéaire

1+ a0+ T3 = —1
201 —x9+5xr3 = =5
—Xr1 — 31‘2 — 9.133 = —b.

Sa matrice augmentée est
1 1 7 —1
2 -1 5 =5
-1 -3 -9 -5

La méthode de base pour résoudre un systéme d’équations linéaires est de remplacer le systéme
par un autre, plus simple, ayant le méme ensemble de solutions. Ceci se fait par une succession
d’opérations, appelées opérations élémentaires :

(1) multiplier une équation par une constante non nulle;
(2) permuter deux équations;

(3) ajouter un multiple d’une équation a une autre équation.

Les opérations (1), (2) et (3) ne changent pas I’ensemble des solutions. Elles correspondent & des
opérations élémentaires sur les lignes de la matrice augmentée. Ces opérations sont les suivantes :

(1) multiplier une ligne par une constante non nulle;

(2) permuter deux lignes; (*)
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(3) ajouter un multiple d’une ligne a une autre ligne.

Exemple 1.11. Utilisons ces opérations élémentaires pour résoudre le systéme suivant.

r+y+7z = -1
20 —y+5z = —H
—r—3y—92 = -5

Nous calculons la matrice augmentée associée au systéme :

1 1 7 —1
2 -1 5 -5
-1 -3 -9 -5
puis faisons les opérations élémentaires nécessaires sur le systéme et sur la matrice augmentée.

(3) 62 — 62 — 2£1

r+y+7z = -1
—3y—92 = -3
—rz—-3y—9z = -5

(3) 62 — EQ - 261

1 1 7 —1
0 -3 -9 -3
-1 -3 -9 -5
Nous remarquons que les opérations élémentaires peuvent étre faites uniquement sur la matrice
augmentée pour revenir a la fin au systéme d’équations. C’est ce que nous faisons dans la suite.

(3) by — b3 + {4

—_

1 7 -1

o
|
w
|
©
|
o

(1) 62 — -1 52

3

(3) Uy — U3 + 205

(1) 3 — Leg

(3) 61 — El - 7£3
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1 10 6
01 3 1
0 01 -1
(3) by — ly — 33
1 1 0 6
010 4
0 01 -1
(3) 61 — 61 — 62
1 00 2
01 0 4
0 01 -1
Cette matrice augmentée correspond au systéme
x = 2
y = 4
z = -1
On obtient ainsi 'unique solution su systéeme : x =2, y =4 et z = —1.

Cet exemple est généralisé dans le paragraphe suivant.

1.3 Elimination Gaussienne

Il s’agit d’une méthode qui permet de trouver I’ensemble des solutions de n’importe quel systéme
d’équations linéaires. La méthode consiste & mettre la matrice augmentée du systéme sous une forme
simple, dite forme échelonnée (réduite) par une série d’opérations élémentaires (1), (2), (3) de (x).

Commencgons par poser la définition suivante :

Définition 1.12 (matrice échelonnée). Une matrice est appelée matrice échelonnée si elle a les
propriétés suivantes :

(i) Dans toute ligne non nulle, le premier élément non nul vaut 1. Il est appelé le 1 directeur.

(ii) Les lignes dont tous les éléments sont nuls sont regroupées en bas de la matrice.

(iii) Dans deux lignes successives (contigués) ayant des éléments non nuls, le 1 directeur de la ligne

inférieure se trouve a droite du 1 directeur de la ligne supérieure.

Exemple 1.13. La matrice
01 -3 -6 0
1 3 1 0 2
0 0 1 17

satisfait la propriété (i) mais pas la propriété (iii), alors que la matrice suivante

0 -3 1
1 -1 0
ne satisfait pas la propriété (i). En revanche, la matrice
01 7 —6

0 00 1
0 0 0 O
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satisfait (i), (ii) et (iii) : elle est donc sous forme échelonnée. Finalement, la matrice

0 01 -1 -1
01 0 O 3
0 00 O 0

satisfait (i), (ii) mais pas (iii).

On peut raffiner un peu la définition précédente en posant :
Définition 1.14 (matrice échelonnée réduite). Si, en plus des propriétés (i)-(iii) ci-dessus, la matrice
satisfait la propriété (iv) ci-dessous, on parle de matrice échelonnée réduite :

(iv) Toute colonne contenant un 1 directeur a des zéros partout ailleurs.

Exemple 1.15. La matrice
1 0 0 -3
0 01 1
0 00 O

est échelonnée réduite, alors que la matrice
1 0 1 2
0 01 1
0 0 0O

est sous forme échelonnée non réduite (é cause de la 3-éme colonne).

On peut transformer n’importe quelle matrice en une matrice échelonnée (réduite) en utilisant
I’algorithme de Gauss.

1.3.1 Algorithme d’élimination de Gauss
Cet algorithme permet de transformer n’importe quelle matrice sous sa forme échelonnée réduite
a aide des opérations élémentaires (1)-(3) de (). Voici la marche a suivre illustrée par un exemple.

(1) Identifier la colonne se trouvant le plus & gauche contenant au moins un élément non nul.

Exemple :
0 01 3
0 3 01
0 3 1 2

T 2°™M€  colonne

(2) Permuter, s'il le faut, la premiére ligne avec une autre, pour que I’élément en haut de la colonne
identifiée en (1) devienne non nul.

Exemple (suite) :

by —— Ly
O(é 0 1
0 1 3
1 2

(3) Sil’élément se trouvant en haut de la dite colonne vaut a, multiplier la premiére ligne par %
pour y faire apparaitre le 1 directeur.
Exemple (suite) :

o O O
w o w
e )
N W =
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61 — %El
010 3
0 01 3
0 3 1 2
Ajouter des multiples adéquats de la premiére ligne aux lignes en-dessous pour annuler les

éléments en dessous du 1 directeur.
Exemple (suite) :

010 %

0 1 3

0 1 2
83 — 63 - 361

010 %

0 1 3

0 1 1
Couvrir la premiére ligne de la matrice, et aller & (1)

Exemple (suite) :

o O
— =

— W
N———

(4) 62 —>£2 —51

(3) fg — _%162

0 01 3
0 0 01

Exemple (suite) : On remet la premiére ligne en place

La matrice entiére est échelonnée.
01 0
0 0 1
0 0 O

— wi

Pour la mettre sous la forme échelonnée réduite, il faut ajouter a une ligne des multiples
adéquats des lignes situées au-dessous d’elle en allant du bas vers le haut.
Exemple (suite) :

010 3

001 3

0 0 1
£2H€273€3

010 2

0 01 O

0 0 0 1
81—>€1—%£3

01 00

0 010

o
o
o
—_
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Les deux exemples ci-dessous illustrent encore 'algorithme. L’exemple 1.16 illustre le point (7)
a partir d’une matrice qui est déja sous forme échelonnée mais pas réduite. Dans ’exemple 1.17, on
effectue 'algorithme dans son entier.

Exemple 1.16.

by — Uy — 23

61 *>£1 7462

Exemple 1.17.
0 1 -1 5 -1
0o 1 -2 0 3
1 -3 2 0 -1

(1) T 1% colonne
1 -3 2 0 -1

1 -2 0 3
0 1 -1 5 -1

o

(2) 61 — 63

7 N
o o
— =

-2 0 3
-1 5 -1

T 2°7€ colonne

01 -2 0 3
00 1 5 —4

On remet en place la premiére ligne pour obtenir

(4) EQ — 52 —61

1 -3 2 0 -1
0o 1 -2 0 3
0 0 1 5 -4

La matrice est maintenant sous forme échelonnée. Il reste & la mettre sous la forme échelonnée
réduite.
(7) by — by + 203

1 -3 2 0 -1
0 1 0 10 =5
0o 0 1 5 -4

(7) 1 — £, — 244



16 CHAPITRE 1. SYSTEMES D’EQUATIONS LINEAIRES ET MATRICES

1 -3 0 —-10 7
0 1 0 10 -5
0 0 1 5 —4
(7) b1 — 01+ 345
1 0 0 20 -8
01 0 10 -5

001 5 -4

La matrice est sous forme échelonnée réduite. Un systéme dont la matrice augmentée est sous
forme échelonnée réduite est trés simple a résoudre comme nous allons le voir ci-aprés.

1.3.2 Meéthode de résolution d’un systéme d’équations linéaires
Apreés avoir mis la matrice augmentée du systéme sous forme échelonnée réduite, on procéde
selon les deux étapes suivantes.

(1) Donner une valeur arbitraire a chaque variable dont la colonne ne contient pas de 1 directeur.
Ces variables sont les variables libres.

(2) Résoudre chaque équation en exprimant la variable correspondant au 1 directeur, appelée
variable directrice, en fonction des autres variables.

Exemple 1.18. La matrice

1 0 0 -2
01 0 4
0 0 1 1
est échelonnée réduite.
Elle correspond au systéme
x -2
Yy = 4
z = 1.
Toutes les variables sont des variables directrices.
La solution est donc
T =-2, y =4, z=1
Exemple 1.19. La matrice
01 3 0 -1
0 0 01 5
0 00 0 O

est échelonnée réduite. Elle correspond au systéme

Ox1 +x9 +3x3 +0xy =-—1
Ty = b.

Les variables directrices sont zo et x4 car les colonnes 2 et 4 de la matrice contiennent un 1
directeur, alors que x1 et x3 sont les variables libres.

Posons
T =8, xr3 =t.

On obtient
x2:—1—3t, 934:5

et 'ensemble des solutions du systéme est :

T =S, o = —1— 3¢, r3 =1t, T4 =15, pour tout t,s € R.
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1.4 Systémes homogénes d’équations linéaires

Un systéme homogéne est un systéme dont les termes constants sont tous nuls. Il est de la forme

a1171 + aipx2 + -+ apT, = 0
a21T1 + a2 + - +amxry, = 0
Am1Z1 + GmaZ2 + -+ + GpnTn = 0.

Tout systéme homogéne d’équations linéaires est consistant, car il a au moins la solution dite
triviale 1 = z9 = -+ = x,, = 0. Un systéme homogéne d’équations linéaires a ou bien une seule
solution (la solution triviale), ou bien une infinité de solutions. En effet, supposons que le systéme
admette la solution

T :tl,...,l‘n :Ifn

avec au moins 'un des ¢; # 0. Alors, pour un nombre réel k quelconque,
I :ktl,...,xn :ktn
est aussi solution du systéme.

Théoréme 1.20. Tout systéme homogéne d’équations linéaires dont le nombre d’inconnues est plus
grand que le nombre d’équations a une infinité de solutions.

Démonstration. Soit m le nombre de colonnes et n le nombre d’équations. La matrice augmentée du
systéme a alors m+ 1 colonnes et n lignes. Il s’ensuit que sa forme échelonnée réduite doit comporter
au moins une colonne sans 1 directeur. Supposons que ce soit la j-éme avec 1 < j < m. Cette colonne
correspond & une variable libre z; = s et il y a donc une infinité de solutions puisque le systéme est
compatible. O

Exemple 1.21. Considérons le systéme homogéne

3r1 4+ 3x9 — 2x3 — x5 = 0
—x1 — X9 4+ x3 4+ 3x4 + x5 = 0
201 4+ 29 — w3 + 2x4 + 225 = 0

I3 + 8I4 + 4565 = O

Sa matrice augmentée est

3 3 -2 0 -1 0
-1 -1 1 3 1 0
2 2 -1 2 2 0
0 0 1 8 4 0
et la forme échelonnée réduite est
1 1.0 0 13 0
0 01 0 20 O
0001 =220
0 000 0 O
Cette matrice correspond donc au systéme
ry + T2 + 13%5 = 0
T3 + 205 = 0
Ty — 21‘5 = 0

Les variables directrices sont x1, x3 et x4 alors que les variables libres sont x5 et x5. Posons alors

Xrog = S

.’1?5:t.
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On obtient

Ty = —s—13t
xIs = —20t
T4 = 2t.
L’ensemble des solutions est donc
T, = —s— 13t, To =S, x3 = —20t, xy = 2t, r5 =t,

qui est bien infini.



Chapitre 2

Eléments du calcul matriciel

2.1 Quelques définitions et opérations

Définition 2.1 (Matrice). Une matrice (réelle) A est un tableau rectangulaire de nombres (réels).
Elle est dite de taille m x n si le tableau posséde m lignes et n colonnes. Les nombres du tableau
sont appelés les éléments de A. L’élément situé & la i-éme ligne et a la j-éme colonne est noté a;;.
La matrice A est également notée

A = (aij) 1<i<n
1ZZm

ou plus simplement
A = (aij)i

si le nombre de lignes et de colonnes est connu par ailleurs.

1 -2 5
A(o 3 7>

est une matrice 2 x 3 avec, par exemple, a1; = 1 et as3 = 7.

Exemple 2.2.

Si n = m, la matrice est dite carrée.

aill ai12 e Aln
as1 a22 N agn
an1  an2 e Ann

matrice carrée n X n

Dans le cas d’une matrice carrée, les éléments a11, ass, . . . 4,y sont appelés les éléments diagonauz.

(L2q a1n
as1 @ a2q,

ap1 Aap2 ...

Deux matrices sont égales lorsqu’elles ont la méme taille et que les éléments correspondants sont
égaux.

Définition 2.3 (Somme de deux matrices). On peut définir la somme de deux matrices si elles sont
de méme taille. Soient A etB deux matrices de taille m x n. On définit leur somme C'= A+ B, de
taille m x n, par

Cij = aij + b”

En d’autres termes, on somme composante par composante.

19
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Exemple 2.4.
3 =2 0 5 3 3
(V7)) ee (0 h) aee(50)
4 1 —92 , .
A:(_3 2>, BZ( 3 ), A + B n’est pas définie.

La matrice (de taille m x n) dont tous les éléments sont des zéros est appelée la matrice nulle et
notée 0,,, ou plus simplement 0. C’est [’élément neutre pour 'addition, c¢’est-a-dire que A + 0 = A.

Définition 2.5 (Produit d’une matrice par un scalaire). Le produit d’une matrice A par un scalaire
k est formé en multipliant chaque élément de A par k. Il est noté kA.

Exemple 2.6. Soient

3 -2
A—(O 6) et k= -3.

-9 6
Alors kA = ( 0 —18 >

La matrice (—1)A est notée —A et la différence A — B est définie par A + (—B).

Exemple 2.7.

2.2 Le produit matriciel

Le produit AB de deux matrices A et B est défini seulement si le nombre de colonnes de A est
égal au nombre de lignes de B :

Définition 2.8 (Produit de deux matrices). Soit A = (a;;) une matrice m x n et B = (b;;) une
matrice n X p. Alors le produit C' = AB est une matrice m x p dont les éléments c;; sont définis par

n
Cij = @ibij + Gigboj + -+ + Qimbmy = Y airbkj.
k=1

b17'
AB=2C":
bmr
ail ... e A1m, Cir
Cagl Q22 ... agm] :
an1 .- e Apm, Cnl Crr

C21 = a21b11 + ag2b21 + - - - + aopmbp
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Exemple 2.9.
4
2 3 -1 -2 = 8=-6-3)=(-1)
3
1x3 3x1 1x1
Exemple 2.10.
3 -3 6 9 0
-2 (—1230): 2 -4 -6 0
1 -1 2 3 0
3x1 1x4 3 x4

2.2.1 Matrice identité

Définition 2.11. La matrice carrée n X n

10 0

0 1 0
I, =

00 ... 1

s’appelle la matrice identité. Ses éléments diagonaux sont égaux a 1 et tous ses autres éléments
sont égaux a 0.

Dans le calcul matriciel, la matrice identité joue un réle analogue a celui du nombre 1 dans
Parithmétique des scalaires. C’est 1’élément neutre pour la multiplication. En d’autres termes, si A
une matrice m x n, alors

I,A=A et Al, = A.

2.3 Reégles du calcul matriciel

Sous I” hypothése que les tailles des matrices soient compatibles avec les opérations indiquées, on
a les régles suivantes :

(a) Commutativité de la somme : A+ B =B+ A

(b) Associativité de la somme : A+ (B+ C) = (A+ B) + C.

(¢) Associativité du produit : A(BC) = (AB)C

(d) Distributivité du produit par rapport a la somme : A(B+ C) = AB + AC
(B+C)A=BA+CA

ATTENTION'!
Le produit des matrices n’est pas nécessairement commutatif. On peut avoir

AB # BA.

C (4 e - (D)

Exemple 2.12.
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ATTENTION! II peut arriver que le produit de deux matrices non nulles soit nul. En d’autres
termes, on peut avoir A, B # 0 et AB = 0.

Exemple 2.13.

0 -1 2 =3 0 0
a=(o ) m=(0 ) o« an=(g0)

Ce qui précéde implique, par distributivité, que ’on peut avoir AB = AC et B # C.

a=(0 ) m=(5 ) e=(3 1)

AB:AC:<_5 _4).

Exemple 2.14.

15 12

2.4 Ecriture matricielle des systémes d’équations linéaires

Le systéme linéaire

a1171 + a1oTe + -+ a1, = by
2121 + A22%2 + -+ a2pTy, = ba
Am121 + Gm2ZT2 + - + AmpTy = bm

peut s’écrire sous forme matricielle :

air .- A1n T1 b1

a1 ce aon T2 bg

am1 s Amn T b’m
N—_—— N——r

A x B

On appelle A la matrice des coefficients du systéme. Le vecteur x est une solution du systéme si
et seulement si

Ax = B.

Théoréme 2.15. Un systéme d’équations linéaires n’a soit aucune solution, soit une seule solution,
soit une infinité de solutions.

Démonstration. Soit Az = B la représentation matricielle du systéme. On est nécessairement dans
I'un des cas ci-dessous :
(a) le systéme est incompatible (aucune solution) ;
(b) le systéme a une seule solution ;
(c) le systéme a plusieurs solutions.
Pour démontrer le théoréme , il suffit alors de montrer que dans le cas (c) il y a une infinité de

solutions.
Soient x1 et x5 des solutions distinctes du systéme. Alors Az; = B et Az = B. Donc Axy—Axy =
0et A(xy —z2) =0.
Posons
o —=x1 —Tg.

On a xg # 0, car x1 # x2 et I'expression
x1 + kxg

est une solution du systéme pour tout nombre réel k. En effet, A(x;+kxo) = Ax1+kAzy = B+0. O
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Théoréme 2.16. Supposons que le systéme

a11y1 +ay2 + - +FaipyYn = €1

a21Y1 + a22Yy2 + -+ A2pYn = C2

am1Y1 + AmaY2 + -+ AGmnYn = Cm

détermine les variables y1,...,y, en fonction de constantes cy,...,cnm, et que le systéme

biizy +biaza + -+ bipzr, = Y1
bo1x1 + bogxo + -+ + bgpxp = Y

bp1x1 + bpawo + - + bnpxp = Un
exprime les variables x1,...,x, en fonction des variables yi,...,Yn.

Ecrivons ces systéemes sous la forme compacte

Alors le systéme déterminant les variables x1,...,x, en fonction des constantes cy,...,cp est
donné par
(AB)z = c.

Quelques cas particuliers

Dans le cas particulier 1t n = m = 2 (2 équations & 2 inconnues) le systéme linéaire correspond
a lintersection de deux droites dans le plan. Nous avons vu, dans le chapitre 1, que trois cas pou-
vaient se présenter : les droites sont soit paralléles, soit sécantes, soit confondues et ces trois cas
correspondent aux trois cas du théoréme ci-dessus.

Si le systéme est homogene, les deux droites passent par le point (0,0) et ne peuvent donc étre
paralléles. Le cas sans solution est donc exclu.

Dans le cas 0 'on a 2 équations (m = 2) & 3 inconnues (n = 3), ceci correspond a 'intersection
de deux plans dans I’espace. Trois cas se présentent alors :

— les plans sont paralléles et il n’y a alors aucune solution au systéme ;

— les plans sont confondus et il y a une infinité de solutions au systéme;

— les plans se coupent en une droite et il y a une infinité de solutions;

Du point de vue du nombre de solutions, nous constatons qu’il n’ y a que deux possibilités, a savoir
aucune solution ou une infinité de solutions. Mais les deux derniers cas ci-dessus sont néanmoins
tres différents géométriquement et il semblerait que dans le second cas (plans confondus), Uinfinité
de solutions soit plus grande que dans le troisiéme cas. Les chapitres suivants nous permettront de
rendre rigoureuse cette impression.

2.5 L’inversion des matrices

Définition 2.17 (Matrice inverse). Soit A une matrice carrée de taille n x n. S’il existe une matrice
carrée B de taille n x n telle que

AB=1 et BA=1,
on dit que A est inversible et on appelle B un inverse de A.

(on verra plus tard qu’il suffit de vérifier une seule des conditions AB = I, BA=1)

(33)

Exemple 2.18. La matrice

est inversible et un de ses inverses est
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En effet, on a

(s)(5 )=o) = (3 2)(5:)-(

Exemple 2.19. La matrice

n’est pas inversible. En effet, soit

bir bi2
B =
( bo1 b2z )

une matrice quelconque. Alors le produit

o bir bia 3 0\ [ =
BA_<b21 b22><5 0)_<*

ne peut jamais étre égal a la matrice identité.

o O
N——

Théoréme 2.20. Si B et C sont des inverses de A, alors
B=_C.
Démonstration. On a I = AC = BA du fait que B et C sont des inverses de A ; donc
B=BI=B(AC)=(BA)C =IC=_C. O
Si A est une matrice inversible, son inverse est noté A~!. On a donc

AA Y =T et A"TA=1T.

2.5.1 Matrices 2 x 2

Considérons les matrices 2 x 2
A:(ab) ot B:( d—b).
c d —c a

AB—BA—(ad—bc)<(1) ?)

On vérifie que

Donc A est inversible si ad — be # 0, et on a alors

1 d —b
ATt = .
ad—bc( —c a )

2.5.2 Puissances d’une matrice

Soit A une matrice n X n. On définit

A" = AA.. A
| ——4
m facteurs

Si A est inversible, on définit

A~™ — (A—l)m — A—lA—l . -A_l
-

m facteurs

Théoréme 2.21. Soit A une matrice inversible. Alors
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(a) A~ est inversible et (A1)~ = A;
(b) A™ est inversible et

(Am)—l — A—IA—l . A—l
_
m facteurs
— (A—l)m _ A—m,
(c) kA est inversible si k # 0 et (kA)~' = 1 A71.
Théoréme 2.22. Soient A et B deux matrices n X n inversibles. Alors

(a) AB est inversible et
(b) (AB)"t =B=1A1.

Démonstration. Il suffit de montrer
(BT'A™Y)(AB) = (AB)(B™'A™Y) =1I.
Cela suit de
(B'A™Y)(AB)=B ' (AA ™ HYB=B'IB=B'B=1,
et (AB)(B™'A ) = A(BB ™ )A ' = ATA™' = AA7' =100

De fagon analogue, on montre que si Ay, ..., A, sont inversibles, alors

(AjAg .. Ap) b= ATA AT

1 o 3 -1
)

Exemple 2.23.

oyl
I
|
N ©
|
—
~~_
oo}
L
Il
N
|
DN =
|
O =

On a alors bien
1,1 [ —16 =7 _ 17 =7\ [ —272+273 0 (10
(AB)(B™— A7) = < -39 -17 -39 16 /] 0 273—-272 )\ 0 1 J°

2.6 Les matrices élémentaires

Définition 2.24 (Matrice élémentaire). On dit qu'une matrice E est élémentaire si elle peut étre
obtenue par une seule opération élémentaire sur les lignes de la matrice identité (voir §1.2 (%) pour
la définition des opérations élémentaires).

Il existe donc trois types de matrices élémentaires correspondant aux trois opérations élémen-
taires.

(1) La matrice F;(c) est la matrice élémentaire obtenue en multipliant par ¢ la i-éme ligne de I,,, U
¢ est un nombre réel non nul.

Exemple 2.25.

SO O =
o O ot O
o= o o
_ o O O
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(2) La matrice E;; est la matrice élémentaire obtenue en permutant les i-éme et j-éme lignes de I,,.
Exemple 2.26.

Eoy = FEyp =

SO O
O O O
O = O O
OO = O

(3) La matrice E;;(c) est la matrice élémentaire obtenue en ajoutant c fois la j-éme ligne de I,, & la
i-éme ligne.
Exemple 2.27.

1 000
-5 1.0 0
En(=5)=1 ¢ ¢ 1 o0
0 0 0 1

L’opération élémentaire «permuter les lignes ¢ et j» correspond & multiplier une matrice sur la
gauche par la matrice élémentaire E;; ; et de méme pour toutes autres opérations élémentaires. C’est
ce qu’indique le théoréme suivant :

Théoréme 2.28. Si la matrice élémentaire E est le résultat d’une opération élémentaire effectuée
sur Ip,, alors pour toute matrice A de taille m x n le produit matriciel EA est égal a la matrice
obtenue en effectuant la méme opération élémentaire sur A.

Ainsi, multiplier une matrice A sur la gauche par Ej;; revient & échanger les lignes ¢ et j de A;
multiplier A sur la gauche par F;(c) revient a multiplier la ligne ¢ de A par c¢; et multiplier A sur la
gauche par Ej;;(c) revient & ajouter c¢ fois la iéme ligne a la jéme.

Exemples :

(1)

(2)

100 air a2 air a2
Eys-A=10 0 1 a1 a2 | = | a3 as
010 asr ase az1 Q92
(3)
1 0 O arl arl
E21(9) A= 9 1 0 a1 = 9a11 + a1
0 0 1 asq asl

Les opérations élémentaires sur les lignes sont réversibles. Ceci entraine I'inversibilité des matrices
élémentaires.

Théoréme 2.29. Toute matrice élémentaire est inversible. En particulier, on a :

[Eij(0)] ™" = Eij(—c)
E;' = Ey

Ei(c)]' = E (i)

Exemple 2.30. On a

Eyn(—4) =

VR
LH
= O
~
@
[l
=
[\V)
=
—
iy
S—
Il
7\
e
= O
N~

et
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Définition 2.31. On dit que deux matrices sont équivalentes par lignes si I'une peut étre obtenue
a partir de 'autre par une suite d’opérations élémentaires sur les lignes.

Théoréme 2.32. Pour toute matrice A de taille n xn, les affirmations suivantes sont équivalentes :
(a) A est inversible.

(b) Le systtme AX = B a une et une seule solution pour toute matrice B de taille n x 1. Cette
solution est donnée par X = A~'B.

(¢) AX =0 n’a que la solution triviale X = 0.
(d) A est équivalente par lignes a I,.

(e) A est un produit de matrices élémentaires.

Démonstration. (a) = (b) Si A est inversible, on a les équivalences suivantes :
AX=B <+ AT'TAX=A"'B < X=A4'B

ce qui prouve (b).
(b) = (c) C’est évident car (c) est un cas particulier de (b) avec B = 0.

(¢) = (d) Par hypothése, le systéme AX = 0 est équivalent au systéme

X, = 0
Xy = 0

X, =0

La matrice associée a ce dernier systéme est la matrice identité. La matrice A est donc équivalente
par lignes a I, et ceci prouve le point (d).

(d) = (e) On sait, par hypothése, qu’une succession d’opérations élémentaires sur A conduit a la
matrice I,,. Par le théoréme 2.28, ceci signifie qu’il existe des matrices élémentaires F1, ... F, telles
que

E. E.y---FE-A=1,.

Comme une matrice élémentaire est inversible, ceci implique que
_ 11 -1
A=E["Ey" - E .

Mais l'inverse d’une matrice élémentaire est encore une matrice élémentaire et 'on a le résultat
cherché.

(e) = (a) Ceci découle du fait que toute matrice élémentaire est inversible et que le produit de
matrices inversibles est encore inversible. O

2.7 Calcul de 'inverse d’une matrice

Le théoréme précédent donne une méthode pour déterminer 'inverse d’une matrice inversible. La
méthode consiste a faire les opérations élémentaires mettant la matrice A sous la forme échelonnée
réduite, qui est I,,. On fait ensuite les mémes opérations élémentaires sur la matrice I,,. On aboutit
alors & A~!. En pratique, on fait les deux opérations en méme temps selon la procédure suivante :

Former la matrice (A : I) et effectuer sur cette matrice augmentée les opérations élémentaires
mettant A sous la forme échelonnée réduite. On obtient alors la matrice (1 : A™1).

Exemple 2.33. Calculons I'inverse de

A

Il
e
o

|
—
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2.8 Matrices triangulaires

Définition 2.34. Soit A une matrice de taille n x n. On dit que A est triangulaire inférieure si ses
éléments au dessus de la diagonale sont nuls, autrement dit si

z'<j:>aij:O.

Une matrice triangulaire inférieure a donc la forme suivante :

ail 0 Ce Ce 0
a1  a22

0
Gn1  Qp2 " o Apn

On dit que A est triangulaire supérieure si ses éléments en dessous de la diagonale sont nuls,
autrement dit si
1> j = a;; =0.

Une matrice triangulaire supérieure a donc la forme suivante :

air a2 ... A1p
0 a292 agn
0o ... ... ... 0 apn

Exemple 2.35. Matrices triangulaires inférieures :

Exemple 2.36. Matrices triangulaires supérieures :
11 -1 1 _3
0 -1 -1 0 6
0o 0 -1

Définition 2.37. Une matrice qui est triangulaire inférieure et triangulaire supérieure est dite
diagonale.

Exemple 2.38. Exemples de matrices diagonales :

-1 0 0
0 6 0 et ( (2) 0 )
0 0 0
Théoréme 2.39. Une matrice A de taille n X n, triangulaire, est inversible si et seulement si ses
éléments diagonauz sont tous non nuls.

w

Démonstration. Supposons que A est triangulaire supérieure.

Si les éléments de la diagonale sont tous non nuls, alors, en multipliant chaque ligne i par
Iinverse de I’élément diagonal a;;, on obtient la forme échelonnée de A. Elle ne contient que des 1
sur la diagonale. De ce fait, la forme échelonnée réduite de A sera la matrice identité. Le théoréme
2.32 permet de conclure que A est inversible.
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Inversement, supposons qu’au moins 'un des éléments diagonaux soit nul et notons a,,,, le
premier élément nul de la diagonale. En multipliant les lignes 1 & m — 1 par I'inverse de leur élément
diagonal, on obtient une matrice de la forme

1 * e e *
0o . % *
0 O 1 * *
0 0 0 * *
0 0 O ap *
: : : 0 . :
o --- 0 ann

oul=m+1.
Il est alors clair que la colonne m de la forme échelonnée ne contiendra pas de 1 directeur. La
forme échelonnée réduite de A ne peut donc pas étre I, et par le théoréme 2.32; A n’est pas inversible.
Dans le cas d’une matrice triangulaire inférieure, on utilise la transposition qui fait ’objet de la
section suivante et on obtient une matrice triangulaire supérieure. On applique alors la démonstration
ci-dessus. O

2.9 La transposition

Soit A la matrice de taille m x n

a1 ai2 . A1n

a1 a2 e agn
A pr—

ml  Am2 oo Amn

Définition 2.40. On appelle matrice transposée de A, la matrice A” de taille n x m définie par :

ail a1 . Am1
AT a2 a22 e Am?2
a1p A2n e Amn

Autrement dit, la i-éme colonne de AT est la i-éme ligne de A, ou encore
T — ..
a;; = aji.

Exemple 2.41.

1 -2 5T = (—12
5
T
) - (5
(39) = (39
@ = (.

Théoréme 2.42. L’opération de transposition obéit aux régles suivantes :
(a) (A+ B)T = AT + BT
(b) (kA)T = kAT
(¢) (AB)T = BT AT
(d) (AT)T = A.
(e) Si A est inversible, alors AT est aussi et on a (AT)™1 = (A™N)T qui sera notée A=T.
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2.10 La trace

Soit A la matrice n X n
ail [N A1n

an1 .- Anpn

Définition 2.43. On appelle trace de A,et on note trace(A), le nombre obtenu en additionnant les
éléments diagonaux de A. Autrement dit,

trace(A) = a1 + -+ + ann-

Exemple 2.44. Soient

11 2
2 1
A<05) et B= 5 2 8

Alors trace(4) = 2 + 5 = 7 et trace(B) = 1 + 2 -10 =-7.
Théoréme 2.45. Soient A et B deux matrices n x n. Alors
(a) trace(A + B) = trace(A) + trace(B);

(b) trace(AA) = X trace(A) pour tout A € R;

(
(c) trace(AT) = trace(A);
(d) trace(AB) = trace(BA).

Démonstration. (a) Pour tout 1 <1i < n, (A+ B);; = Ai; + By;. Alnsi, on a bien trace(A + B) =
trace(A) + trace(B).

(b) On a trace(AA) = AA11 + -+ Apn = MA11 + - + Ann).

(c) Etant donné que la transposition ne change pas les éléments diagonaux, la trace de A est égale
ala trace de A7,

(d) On a
AB; = Ay By + AppBa; + -+ - 4 Ajn By
Ainsi,
trace(AB) = A11B11 +A12321 + ... +A1an1
+ Ao1Bia +Ax»Bi +... +ADBpa

+ AnlBln +An232n +... +Anann

On peut réarranger les termes pour obtenir

AnBii +AnBi2 +... +AnBi,
+ ApBa +Ax»By» +... +A,0B,

+ Alanl +A2an2 + ... +Anann

En utilisant la commutativité de la multiplication dans R, la premiére ligne devient
Bi1A11 + BiaAo1 + -+ + BinAm
qui vaut BA;;. En faisant de méme avec les autres lignes, on voit finalement que

trace(AB) = BAj1 + - -+ + BA,,, = trace(BA).
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2.11 DMatrices symétriques

Définition 2.46. Une matrice A de taille n x n est dite symétrique si elle est égale a sa transposée,
c’est-a-dire si

A=AT
ou encore si a;; = aj; pour tout 7,57 =1,...,n.
Exemple 2.47. Les matrices
-1 0 5
0 2 -1 , ( g i ) , I, et On.n
5 -1 0

sont symétriques.
Théoréme 2.48. Pour une matrice B quelconque, les matrices BBT et BT B sont symétriques.

Démonstration. Par le théoréme 2.42, on a

(BBT)T (BT)TBT — BBT
(BTB)T = BT(BT)T = BTB.

2.12 DMatrices antisymétriques
Définition 2.49. Une matrice A de taille n x n est dite antisymétrique si
AT =4

c’est-a-dire si a;; = —a;; pour tout 7,5 =1,...,n.

0 -1 0 0 0 4 2
1 0 ) 0 0)° 40 -5
-2 5 0

Remarquons que les éléments diagonaux d’une matrice antisymétrique sont toujours tous nuls.

Exemple 2.50.

Théoréme 2.51. Toute matrice A de taille n x n est la somme d’une matrice symétrique B et
d’une matrice antisymétrique C.

Démonstration. Posons B = (A + AT)/2 et C = (A — AT)/2. On a alors A = B+ C; et B est
symétrique, car BT = (AT 4+ (AT)T)/2 = B; et C est antisymétrique, car CT = (AT — (AT)T)/2 =
O

—C.
210
=(85)

()58

symétrique antisymétrique

Exemple 2.52. Soit




Chapitre 3

Le déterminant

3.1 Permutations et déterminants
Nous allons construire dans ce chapitre une fonction — appelée le déterminant — qui associe

un nombre réel a chaque matrice carrée et qui permettra de caractériser facilement les matrices
inversibles puisque ce sont celles dont le déterminant est non nul.

A:(gg).

On a vu que si ad — bc # 0, alors A est inversible. On a alors

1 d —b
Al = .
ad—bc( —c a )

On définit alors le déterminant de A comme étant

Exemple 3.1. Soit

det(A) = ad — be.

On va maintenant généraliser cette notion & des matrices carrées de taille n x n.

Définition 3.2. On appelle permutation de 'ensemble d’entiers {1,...,n} un arrangement de ceux-
ci sans omissions ni répétitions. Autrement dit, une permutation de {1,...,n} est une bijection de
Pensemble {1,...,n} sur lui-méme.

Une permutation quelconque o de {1,...,n} sera notée

g = (j17j27"'7jn)

ou j1 = o(1), jo = (2),..., jn = o(n).
L’ensemble de toutes les permutations de n éléments sera noté S,,.

Exemple 3.3. Il y a deux permutations de ’ensemble {1,2} :
o1 =(1,2) et o2 = (2,1)
(1,2) est I'identité car o1(1) =1 et 01(2) = 2.
Exemple 3.4. Il y a 6 permutations de ’ensemble {1, 2,3} :
(1,2,3) (1,3,2) (2,1,3) (3,2.1) (2,3,1) (3,1,2).
Plus généralement, l'ensemble {1,...,n} a
nl=1-2---n

permutations. En effet, il y a n possibilités pour le premier nombre, n — 1 possibilités pour le
deuxiéme et ainsi de suite ce qui nous donne n(n—1)(n—2)---2-1 différents arrangements possibles
des nombres 1,2, ..., n.

33
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Définition 3.5. Dans une permutation on a une inversion si un nombre plus grand précéde un
nombre plus petit.

De maniére plus précise, le nombre d’inversions d’une permutation

(j17.j27"'7jn)

est la somme du
— nombre de successeurs de j; plus petits que ji, plus
— le nombre de successeurs de jo plus petits que jo, plus

le nombre de successeurs de j,_1 plus petits que j,_1.
Exemple 3.6. La permutation
(4,2,5,3,1) contient 7 inversions.

En effet,il y a 3 successeurs plus petits que 4, 1 successeur plus petit que 2, 2 successeurs plus petits
que 5, 1 successeur plus petit que 3 et pas de successeur plus petit que 1. En additionnant ces
nombres, on obtient bien 7.

Exemple 3.7. La permutation
(6,1,3,4,5,2)

contient 54+ 0+ 1+ 1+ 1 = 8 inversions.

Définition 3.8. Une permutation ayant un nombre pair d’inversions est appelée permutation paire,
sinon elle est appelée permutation impaire. On définit la signature de la permutation o comme suit :

sign(c) — 1 si o est paire
& | —1 sio estimpaire.

Exemple 3.9. Classification des permutations de {1,2,3} :

Permutation Nbre d’inversions Parité
(1,2,3) 0 paire
(1,3,2) 1 impaire
(2,1,3) 1 impaire
(2,3,1) 2 paire
(3,1,2) 2 paire
(3,2,1) 3 impaire

Lemme 3.10. Soitn>1,4,5 € {l,...,n} aveci < j eto € S,.
Posons o’ = (o(1),...,0(i—1),0(j),0(i+1),...,0(j —1),0(i),0(j +1),...,0(n)). Alors

sign(o) = —sign(o’).

«DEMONSTRATION» : Nous illustrons la méthode de la démonstration par un cas particulier.
Considérons les deux permutations de Sg suivantes :

oc=(1,2,5,7,6,3,4,8) et o =(1,3,5,7,6,2,4,8).

Pour calculer leur signature, il faut calculer le nombre d’inversions de o et de ¢’. On voit que 1, 4
et 8 ont le méme nombre de successeurs plus petits dans o et o’.

Pour passer de o & ¢’, on permute 2 et 3. Dans o, 3 n’est pas un successeur de 2 plus petit, alors
que dans ¢/, 2 est un successeur de 3 plus petit.

Dans o, 5 n’est pas un successeur de 2 plus petit, mais 3 est un successeur de 5 plus petit,alors
que dans o', 5 n’est pas un successeur de 3 plus petit, mais 2 est un successeur de 5 plus petit. En
répétant le méme raisonnement avec 7 et 6, on remarque que le nombre de successeurs de 5, 7 et 6
plus petits est le méme que cela soit dans o ou dans ¢’. Globalement, on voit donc que ¢’ a une et

une seule inversion de plus que o. Ainsi, leurs signatures sont opposées.
O
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Définition 3.11. Soit
a1 e A1n

A =
(07 I Ann

une matrice carrée de taille n x n. Un produit élémentaire de A est le produit de n éléments de A,
choisis de fagon qu’aucun couple d’entre eux ne provienne de la méme ligne ou de la méme colonne.
Autrement dit, tous les éléments du produit sont dans des lignes et des colonnes différentes.

Exemple 3.12. Les produits élémentaires de la matrice

a a
A _ 11 12
a1 Q22
sont aiiass et ajsas. Les produits élémentaires de

a1l a2 ais
A= aa a2 ax
a3y asz a33

sont :
11422033 411032023 21412033
121032013 (31012023 431022013

Plus généralement, a partir d’'une matrice de taille n X n, on peut former n ! produits élémentaires.
En effet, on constate qu’un produit élémentaire de A n’est rien d’autre qu'un produit a;j, azj, - . . @nj,
ot (41,72, -,Jn) est un élément de S,,.

Définition 3.13. Un produit élémentaire signé d’'une matrice A est un produit
sign(o) - aij, - azj, - - - Gnj,
ol 0 = (j1,J2,---,Jjn) est une permutation a n éléments.

Exemple 3.14. Les produits élémentaires signés de

an a2
az1 a22
sont ajjasg (la permutation (1, 2) est paire) et —asjai2 (la permutation (2,1) est impaire).

Les produits élémentaires signés de

@11 Gi2 a3
Ga21 Q22 a23
asz1 asz ass

sont a11a22033, —G11023032, —A12021033, 12023031, 413021032 €t —a13022031.

Définition 3.15. Le déterminant d’une matrice A est le nombre obtenu en effectuant la somme de
tous les produits élémentaires signés de A. Il est noté det(A). Autrement dit,

det(A) = Z sign(o) a1y .- Qni,,
ceS,
ou o = (2177’Ln)

Exemple 3.16.
A= ( ayl ai2 >
a1 a2

det(A) = 11022 — A120271 .
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Exemple 3.17.
aip a2 as
A= a21 Qa2 423
aszy asz a3z

det(A) = sign((l, 2, 3))&11&22&33 + sign((Z, 3, 1))&12&23&31 + sign((3, 1, 2))&13&21&32
sign((37 2, 1))@13a22a31 + Sign((2, 1, 3))&12&21&33 + sign((l, 3, 2))@11&23@32

_|_

= 11022033 + 412023031 + A13021032 — 413022031 — 412021033 — A11023032
Théoréme 3.18. Si A est une matrice ayant une ligne formée de zéros, alors det(A) = 0.

Démonstration. Par définition, le déterminant est la somme des produits élémentaires signés de A.
Mais chacun de ces produits élémentaires contient un élément nul provenant de la ligne de zéros de
A. Donc det(A) = 0. O

Théoréme 3.19. Le déterminant d’une matrice A triangulaire (inférieure ou supérieure) est égal

au produit 411922033 . . . Any des €léments diagonaux.

Démonstration. Le seul produit élémentaire signé non nul est ay1a9s . . . ayy,. La permutation corres-
pondante est (1,2,...,n) qui contient 0 inversions et qui est donc une permutation paire. On a donc
bien

det(A) = 11022033 ...0nn-

Examinons maintenant ce qui se passe si deux lignes de la matrice sont égales.

Exemple 3.20. Soit

N
I
QUL
[~
~ 0 0

on a
det(A) = abf — abf + ace — ace + bed — bed = 0

et 'on remarque que tous les produits élémentaires apparaissent deux fois avec des signes opposés
(cf. lemme 3.10).

Ceci nous améne au théoréme suivant :

Théoréme 3.21. Soit A une matrice avec deuz lignes égales. Alors
det(A) = 0.

Démonstration. Dans le déterminant d’une telle matrice, tous les produits élémentaires apparaissent
deux fois, avec des signes opposés. Donc det(A) = 0. O

3.1.1 Meéthode pour calculer des déterminants de matrices de taille 2 x 2
et 3 x3

Nous décrivons ici la régle de Sarus pour calculer des déterminants 2 x 2 et 3 x 3.

Matrice 2 x 2

+

det(A) = a11022 — A12021.
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Matrice 3 x 3

On recopie les colonnes 1 et 2 & la suite de la colonne 3 et on calcule comme suit :

det(A) = (11022033 + 012023031 + G13A21032 — A31022013 — 432023011 — G33021G12.

Exemple 3.22. Calculer

0 0 -1
271
1 0
0
0 0 0

donc det = —1.

ATTENTION : Cette méthode ne s’applique pas pour les matrices de dimensions supérieures
é 3.

3.2 Déterminants et opérations élémentaires

Nous allons voir que la réduction d’une matrice & la forme échelonnée nous fournit une méthode
efficace pour calculer son déterminant.

Théoréme 3.23. Soit A une matrice de taille n x n, et soit E une matrice élémentaire (E =
Ei(k), Eij ou E;;(k)). Alors

(1) det(Es(k)) = k

(2) det(E;;) = —1

(3) det(E;;(k)) =1

(4) det(EA) = det(E) det(A)

Démonstration. (1) Soit k € R, k # 0. Rappelons que

1 0 ... ... ... ... 0
0
1
Ei(k) = k
1
0
0 0 1
det(E;(k)) = Zsign(a) 1y - - Gnjy, s
oESy

ou

Q
I

(jla"'7jn)-
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Comme il n’y a qu'un seul élément non nul dans chaque ligne et dans chaque colonne, le seul
produit élémentaire non nul est

De plus, la permutation (1,2,...,n) n’a pas d’inversion. Sa signature est donc 1. Ainsi
det(E;(k)) = k.
Sans perte de généralité, on peut supposer que i < j. On a

1

1

Comme avant, il y a un seul produit produit élémentaire non nul, qui vaut 1. Le déterminant
sera donc *£1. Il reste & déterminer la signature de la permutation

(1,2, (= 1), 5, +1), G +2), ., (G—1),6, (G + 1),...,n).

j a (j — 1) successeurs plus petits. Les nombres compris entre (i + 1) et (j — 1) ont chacun un
succeseur plus petit. Or, il y a (j — 1) — 1 nombres entre 7 et j. Ainsi, le nombre d’inversions de
la permutation est

G—i)+({G—-9)—-1=2j-—2i—1.
C’est un nombre impair. La signature est donc —1 et le déterminant de F;; est —1.

En écrivant la matrice F;;(k), on voit que le seul produit élémentaire non nul est 1 et que la
signature de la permutation a étudier est celle de (1,2,...,n). C’est une permutation paire, ce
qui implique que det(E;;(k)) = 1.

Pour montrer que det(EA) = det(A) det(E), nous allons considérer trois cas, £ = E;(k), E = E;;
Premier cas E = E;(k), k # 0 et A = (a;;).

ail ai12 . QA1n
a1 a2 ce a9n
kail kaig . kam
an1 an2 N Ann

Le déterminant est la somme des produits élémentaires signés. Chaque produit élémentaire
a exactement un élément de chaque ligne,en particulier un élément de la i-éme ligne. Ainsi,
dans chaque terme de la somme, on peut mettre k£ en évidence. Finalement,

det(FA) = k Z sign(0)a1o(1) - - - Gno(n)
o €S,
det(E) det(A).
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Deuxiéme cas E = E;;. On peut supposer que ¢ < j. Posons B = E;;A. On a

ai; a2 ... A1n
aj1 a;2 e Qjn
a1 Q2 ... Qip
an1 Qp2 ... QApn
Les produits élémentaires de B et de A sont les mémes. Comme det(E;;) = —1, pour montrer

que det(E;;A) = det(E;;) det(A) il faut montrer que les produits élémentaires signés de A et
de B sont opposés. Par définition du déterminant,

det(B) = Z sign(o) bla(l) ces bia(i) S bjo(j) ces bmr(n)
€S,
= Z sign(a) A1(1) - - - Ajo(i) - - - Big(j) - - - Ano(n)
cES,,

La deuxiéme égalité vient du fait que la i-éme ligne de B est la j-éme ligne de A (et récipro-
quement). Posons

o =(o(1),....,0(i —1),0(j),0(+1),....,0(5 — 1),0(i),0(j +1),...,0(n)).

o’ est la composition de o avec la permutation qui échange 7 et j. Par le lemme 3.10,

sign(o’) = —sign(o). Ainsi
det(B) = Z (—sign(o”)) a1or(1) - - - Anor(n)
o’eS,,
= - Z sign(cr') alo-/(l) e ano./(n)
o' eS,,
= — det(A).

Troisiéme cas E = E;;(k). On peut supposer que ¢ < j. Posons C = E;;(k)A. On a

a1l S A1n
a;r +kaji ... Qi+ kajy
C — . .
aj1 . Qjn
anl NN QApn
Alors,
det(C) = Z sign(o) b1o(1) - - - bno(n)
oeS,
= Z sign(o) Aig(1) -+~ a(i—l)o(i—l)(aia(i) + kaja'(i))a(i+1)a(i+1) - Uno(n)
og€S,
= Z sign(o) ais(1) - - - Apo(n)
cEeS,
+ k Z SIgN(a10(1) - - - A(i-1)0(i-1) o (i) Ui+ 1o (i+1) - - - Gno(n)
ocES),

= det(A)+ka
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Comme det(E;;(k)) = 1, pour montrer que det(C) = det(A) det(E;;(k)), il suffit de montrer
que o = 0. Mais,

a1 SN A1n
A(i—1)1 A(i—1)n

o = det a1 .. Qjn
A(i+1)1 A(i+1)n

An1 “ee QAnn

et la i-éme ligne de cette matrice est a1 ...a;,. Elle a donc deux lignes identiques (la i-éme
et la j-éme), ce qui implique que a = 0.
O

Ce théoréme nous permet de calculer le déterminant d’une matrice de fagon relativement simple,
en utilisant I’algorithme de Gauss pour réduire la matrice a la forme échelonnée (qui est triangulaire)
et en utilisant les théorémes 3.23 et 3.19. En effet, si

A=F,...E.D
ot D = (d;;) est une matrice échelonnée (triangulaire). Alors
det(A) = det(E)...det(E,) det(D) = det(Ey) ... det(E,)dy1dss . . . dpp.-
Exemple 3.24. Calculer det(A), ou

0 15
A = 3 -6 9
2 6 1
0 15
det(A) = det| 3 —6 9
2 6 1
3 -6 9
= (-Ddet{ 0 1 5
2 6 1
1 -2 3
= (=3)det{ O 1 5
2 6 1
1 -2 3
= (=3)det{ 0 1 5
0 10 -5
1 -2 3
= (-3)det|[ 0 1 5
0 0 -55
1 -2 3
= (=3)(=55)det[ O 1 5
0 01

Exemple 3.25. Soit

1 3 -2 4
2 6 -4 8
A= 3 9 1 5
1 1 4 8
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Alors, en soustrayant deux fois la ligne 1 a la ligne 2, on obtient

1 3 -2 4
det(A) = det g 8 (1) (5)
11 4 8

=0.

Notation : Pour toute matrice carrée A, on note
|A| = det(A).

Théoréme 3.26. Soit A une matrice carrée. Alors A est inversible si et seulement si det(A) # 0.

On a, dans ce cas,

det(A™1) = m.

Démonstration. Supposons d’abord que A est inversible. On peut alors écrire A comme produit de
matrices élémentaires, A = Ey --- E,.. En appliquant successivement le théoréme 3.23, on a

det(A) = det(E, - B,) = det(E1) det(By - - E,) = - -- = det(E}) - - det(E,).

Comme le déterminant d’une matrice élémentaire n’est jamais nul, on en déduit que le déterminant
de A n’est pas nul.

Ensuite, A=' = E--- E['!, et on vérifie aisément que det(E~') = det(E)~! pour toute matrice
élémentaire E. On a donc

det(A™) = det(E,) " ---det(E;) !,

et donc det(A™1) = det(A)~!.

Réciproquement, supposons que det(A4) # 0. Nous montrerons qu’alors A est équivalente par
lignes & I, ce qui implique, par le théoréme 2.32, que A est inversible.

Soit R la forme échelonnée réduite de A. On peut donc trouver des matrices élémentaires
FEq, -, E} telles que

E,---EFitA = R, ou encore
A = EBE{'---E;'R.

On en déduit que
Al =B [B R

Mais par hypothése |A| # 0. Donc |R| # 0.
On en déduit que chaque ligne de R contient un 1 directeur. Donc R = I. O

Le théoréme suivant est essentiel et nous affirme que le déterminant est multiplicatif :

Théoréme 3.27. Soient A et B deux matrices de taille n x n. Alors
det(AB) = det(A) - det(B).

Démonstration. Si A et B sont les deux inversibles, on les écrit comme produit de matrices élémen-
taires: A=F;...E,. et B=F;...F,. On a alors

det(AB) = det(Ey--- E.Fy -+ F) = det(Ey) det(Ey - - - E.Fy ... Fy)
=...=det(Ey)---det(E,)det(Fy--- Fs)
=det(Fy--- E,)det(Fy--- Fs) = det(A) det(B).
Si A ou B n’est pas inversible, alors AB n’est pas inversible non plus; et det(AB) = 0. O

Le déterminant est invariant par transposition :
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Théoréme 3.28. Soit A une matrice de taille n x n. Alors
det(A) = det(AT).
Autrement dit, le déterminant d’une matrice est égal & celui de sa transposée.

Démonstration. La démonstration se fait comme ci-dessus : supposons d’abord que A est inversible.
On peut alors ’écrire comme produit de matrices élémentaires, A = E;--- E,.. On a alors

AT =EgT...ET

et
|AT| = |E]|- - |E]| = |E/| - |E1| = |A].

D’autre part, si A n’est pas inversible, alors AT n’est pas inversible non plus, et |4] = |AT| =
0. O

Comme la transposition transforme une ligne en une colonne (et réciproquement), ce théoréme
nous permet de formuler le principe suivant :

Principe 3.29. Pour toute proprité des déterminants o il est question des lignes de la matrice, on
a une propriété analogue concernant les colonnes de la matrice.

Résumé des résultats sur le déterminant

A matrice carrée de taille n x n

— det(A) = > sign(o)arj, - - anj, 00 0 = (J1,...,7n)-

— Si A a une ligne nulle, alors det(A) =0 .

— Si A a deux lignes égales, alors det(A) = 0.

— Si A est une matrice triangulaire (inférieure ou supérieure) alors det(A) est le produit de ses
éléments diagonaux.

0 Ann * Ann

det(AB) = det(A) det(B)
— det(AT) = det(A)
— A est inversible si et seulement si

det(A) £0.
— Si A est inversible, alors
1
A)= —
det(4) = 3

Matrices élémentaires :
— det(E;(k)) =k
- det(E”) =-1
- det(E”(k)) =1.

3.3 Les cofacteurs et la régle de Cramer

Définition 3.30 (Mineur et cofacteur). Soit A = (a;;) une matrice de taille n x n. On appelle
mineur de I’élément a;; le déterminant de la sous-matrice obtenue en éliminant la i-éme ligne et la
j-éme colonne de la matrice A. On le note M;;. On appelle cofacteur de a;; la quantité

Ciyj = (=1)"7 - M.
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aixr a2 ... G ... Qlp
az1 Q22 ap; ... Q2qn
A =
rir—-biy iy Giry
Anp1 QAp2 ... g - Apn
air .. G15-1 @141 ...  Oln
Mij = det @j—11 .- Qi—1,5-1 QAj—14541 --- Qij—1n
Qit11 -0 QAi41,5-1 Qi1 41 --- Qigln
Unl oo Ongj-1  Ongjt1 oo Onn
Exemple 3.31. Soit
1 2 3
A= 4 2 1
0 1 1

Calculons Mlla Cllv M32, 032 :

2—3
My, = 2 1 = ‘ ? 1 ’ =1
1 1
Cn = (-D)"™'My=1.
1 3
1 3
M3y = 4 1 = =-11
Czp = (—1)*T?(=11)=11.
Pour déterminer si Cy; = M;; ou C;; = —M;;, on peut utiliser le schéma suivant :
+ - + -
- 4+ - +
A= + - 4+ —

Ci1 =M, Cia=—-M, Co =—Ms, etc.

3.3.1 Calcul du déterminant par la méthode des cofacteurs

Soit A une matrice de taille 3 x 3

43
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a11 a2 a13
A= a21 a2z (23
aszr azz2 as3
Nous savons que

det(A) = ai1a22a33 + a12a23a31
+ai13a21a32 — a13022a31
—12021033 — 11423432 -

On peut le réécrire de la maniére suivante :

det(A) = ai1(axeaszs — azsaz)
+ai12(azsass — az1ass)
+a13(a21a32 - a22a31) .

Les termes entre parenthéses sont les cofacteurs des éléments aq1, a2, a13.
Donc

det(A) =a11C11 + a12C12 + a13C13 .
Exemple 3.32.

1 2 3
A= 4 2 1
01 1
det(A) = 1Cq1 +2C12 +3C43
2 1 4 1 4 2
_ 1‘ 2 1 ‘+2.<1)‘ - ’+3‘0 1‘
1-8412
5.
De maniére analogue, on obtient
det(4) = a11C11 +a12C12 + a13C13

= a21021 + 2202 + a23Co3
= a31031 + a32C32 + a33C33.

Nous avons vu que les propriétés du déterminant relatives aux lignes conduisent & des propriétés
analogues relatives aux colonnes. On a donc aussi :

det(4) = a11C11 + a0 + a31Cs
= a12C12 + 2202 + a32Cs30
= a13C13 + a23C23 + a33Cs3.

Ces expressions sont appelées les développements du déterminant en cofacteurs par rapport aux
lignes, respectivement aux colonnes, de la matrice A.

Pour une matrice A de taille n x n, on a les développements en cofacteurs analogues. Nous
résumons ceci dans le théoréme suivant :

Théoréme 3.33 (Déterminant par la méthode des cofacteurs). Développement par rapport a la
i-éme ligne :

det(4) = a;uCi +ainCia+ -+ ainCin
Développement par rapport a la j-éme colonne :

det(A) = ale’lj + anggj + -4 anjC’nj.
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3.3.2 Calcul de l’inverse par la méthode des cofacteurs
Reprenons la formule du déterminant développé selon la i-éme ligne :
ai1Ci1 + ai2Ciz + -+ - + ainCip,

Remplagons les éléments a;; par ceux d'une autre ligne, disons la k-éme, avec k # i. Nous
obtenons

ap1Ci1 + ak2Ciz + -+ + agnCin.
Cette expression est égale a zéro. Autrement dit,

Théoréme 3.34.
ap1Ci1 + ap2Cin+ -+ + apnCin =0 st k#£1

«DEMONSTRATION» : Nous allons le vérifier dans le cas particulier ott n = 3. La démonstration
est analogue dans le cas général. Soit

a11 ai2 a3

On a det(A’) = 0, car A’ a deux lignes égales. Calculons det(A’) par développement en cofacteurs
par rapport & la 3éme ligne. On a :

det(A') = auC’:’ﬂ + a120§2 + a130§3
ot Cj; sont les cofacteurs de la matrice A’. Mais
Cél = C(31 ’ Cég = 032 , et Ci/’)3 = 033 .

On a donc
det(A") = a11C31 + a12C52 + a13C33 = 0.

O
En résumé, on a
det(A) si i=
ap1Cin + ag2Ciz + -+ + apnCin = { 0 (4) sioitk
Considérons maintenant la matrice des cofacteurs
C = . . .
Chi Cha ... Cun
et calculons
ai1 ai2 e A1n
a1 a22 s Q2n Cll 021 . C’nl
" : : Ciz2 Cy ... Cpn
ACH = . . .
a1 A52 Qin :
. Cln CQn Cnn

an1  An2  -.. Qdnn
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Dans le produit ACT, I’élément de la i-éme ligne et de la j-éme colonne est

ailel + aiQC’jz + -+ aiann

Par ce qui précéde, on a donc

det(A) 0 . 0
ACT = 0 det(4) : — det(A) - 1.
: 0
0 e 0 det(A)

On en déduit que si det(A) # 0, c’est-a-dire si A est inversible, alors on a

1L T
det(A)

On a ainsi une formule explicite pour calculer A~!. On appelle CT la matrice adjointe de A.
Elle est notée

adj(A) .

Théoréme 3.35. Soit A une matrice carrée avec det(A) # 0. On a alors

1
A7l = dj(A
det(A) 24
Exemple 3.36.
1 1 0
A= 0 1 1
1 0 1
On a det(A) =2.
La matrice formée des M;; est
1 -1 -1
M = 1 1 -1
1 1 1
La matrice des signes est
+ - +
A= - + -
+ - +
La matrice des cofacteurs est
1 1 -
C = -1 1 1
1 -1 1
On a donc
1 -1 1
adj(4) =0T = 1 -1
-1 1 1
Donc
1 1 1 1
A7t =— 11 -1
2
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3.3.3 Systémes linéaires : régle de Cramer

Le théoréme suivant, appelé régle de Cramer, donne une formule explicite pour la solution de
certaines systémes d’équations linéaires.

Soit
1121 + @122 + - F a1pTy, = by
2121 + A22%2 + -+ + 2Ty, = ba
Ap1T1 + Ap2T2 + - + AppTy, = bn

un systéme d’équations linéaires a n équations et n inconnues. Ce systéme peut aussi s’écrire AX = B
ou

ail ai12 . A1n T bl

a1 a922 e agn To b2
A= ) ) ) ) X = . et B=

Apl Ap2 ..  Gpp Tn bn

La matrice A est appelée la matrice des coefficients du systéme et la matrice B est appelée le second
membre.
Définissons A; par

ail . ai,j—1 bl a1,541 . A1n

a1 e a2 -1 b2 a2 j+1 e aon
A= i

anl - -- An,j—1 bn Qn,j+1 - - QApn

jéme colonne

Autrement dit, A; est la matrice obtenue en remplaéccant la j-éme colonne de A par le second
membre B. La régle de Cramer va nous permettre de calculer la solution du systéme dans le cas ou
det(A) # 0 en fonction des déterminants des matrices A et A;.

Théoréme 3.37 (Régle de Cramer). Soit
AX =B

un systéme de n équations a n inconnues. Supposons que det(A) # 0. Alors lunique solution du
systéme est donnée par

_ det(A;) _ det(Asz) _ det(Ay)
T et(A) T det(A) T T det(A4)

Démonstration. Nous avons supposé que
det(A) #0.

Donc A est inversible. Alors
X=A"'B

est I'unique solution du systéme. D’autre part, nous avons vu que

AT =

det(4) adj(A) .

Donc

det(4) adj(A)B.
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Autrement dit,
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Ty 1 Cll Cnl
X = . = . .
: det(A) : .
Tn Oln Onn
) Ci1by + Corba + - -
~ det(A) :
C1nby + Copby + - -+

c’est- a -dire

€

Zq

Tn

Mais

est le développement en cofacteurs de det(A;) par rapport a sa i-éme colonne. Donc

Ci1b1 + - + Cpiby,
det(A)

Criby + -+ Cpiby
det(A)

det(A)

b1Cri 4 -+ + b, Chy

Y det(A)
Exemple 3.38. Résolvons le systéme suivant :
X =+ 2%3 6
—3x1 + 4z 4+ 6x3 = 30
—x1 — 2x9 4+ 3x3 = &.
On a
1 0 2 6 0
A= -3 4 6 A =1 30 4
-1 -2 3 8 =2
1 6 2 1 0
Ay = -3 30 6 As=1| -3 4
-1 8 3 -1 =2
et
det(A) =44 det(A;) = —40
det(Ag) =72 det(A3) = 152.
La solution est alors
T det(Aq) _ _40 _ _10
1 det(A) 44 11
det(A- 7
T2 = det((Az)) = I = 0
3 (ifst(és)) % = %

by

+ Cnlbn

+ Chanbn



Chapitre 4

Calcul vectoriel dans le plan et dans
I’espace

4.1 Définitions et régles de calcul
Un vecteur est un segment orienté dans le plan ou dans ’espace de dimension 3.
« B

v —_—

v=AB
A

On appelle module du vecteur la longueur du segment AB. Le support du vecteur v est par
définition la droite passant par A et B.

Deux vecteurs ont la méme direction si leurs supports sont paralléles. Deux vecteurs ayant la
méme direction ont le méme sens s’ils sont orientés de la méme fagon :

/

Deux vecteurs sont dits équivalents si I’on peut les superposer par une translation. Par la suite, deux
vecteurs équivalents seront considérés comme égaux. Un vecteur est ainsi déterminé par son module,
sa direction et son sens.

Dans le calcul vectoriel, on pourra donc faire des translations sans changer le vecteur. On définit
la somme de deux vecteurs v et w par la régle du parallelogramme :

e
<
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On place lorigine de w sur 'extrémité de v. Le vecteur v+ w est alors le segment orienté joignant
Porigine de v & 'extrémité de w. Remarquons que v + w = w + v.

Le produit d’un vecteur v par un scalaire k est le vecteur kv défini par les propriétés suivantes :

— son module est égal a |k| fois le module de v

— sa direction est celle de v

— son sens est celui de v si k > 0 et le sens opposé si k < 0.

/ 3”//

L’opposé du vecteur v est le vecteur —v et la différence de deux vecteurs v et w est définie par
v—w=v+ (—w).

Exemple 4.1.

4.1.1 Systémes de coordonnées

Si l'on choisit un systéme de coordonnées pour le plan (resp. pour espace), un vecteur peut
alors s’écrire en composantes :

v
U1 . !
v = v ) respectivement v = | v2
2 Vs
Ay
V-~~~ ~~— =%
|
|
|
v |
|
|
‘ T
| >
O V1
Figure 6.2

Dans cette représentation, l'origine du vecteur est toujours le point O = (), intersection des
axes de coordonnées x et y.

Dans le cas de I'espace a 3 dimensions, on choisit toujours un systéme d’axes orienté positivement
comme le montre la figure ci-dessous :

La somme de deux vecteurs et le produit d’un vecteur par un scalaire se calculent comme suit
(nous donnons les formules pour des vecteurs de lespace, le cas du plan étant similaire) :

. v1 w1
Siv= (Uz) et w= (wz) alors
v w3

3

U1 + wq
v+w= vy +wy|,
U3 + w3
k’l)l
kv = | kv

]61}3
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Az
,,,,,,,,,,,,, -
7 7
e O
e e s |
| | |
| |
U3 v | :
| |
|
| |
‘ Y
| U T ,
| vl
,,,,,,,,,,,, &
T
U1
Figure 6.4 : v = | vy
U3
z y
X
x
Figure 6.5 : | y | a lorientation positive.

z
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et
—

—v3

4.1.2 Propriétés du calcul vectoriel

Théoréme 4.2. (o) u+v=v+u
) (u+v)+w=u+ (v+w)
(c) u+0=04+u=u
(d) u+ (—u) =0
(e) k(lu) = (kf)u
(f) k(u+v) =ku+ kv
(9) (k+0u=ku+lu

Soit v un vecteur. On note || v || son module. C’est un nombre positif ou nul qui est aussi appelé

la norme de v. Siu = () alors
[ ll= /ui +u3
P ll= /ud +us + .

Ceci découle du théoréme de Pythagore.
Un vecteur de norme 1 est appelé vecteur unité.

N . u1
et, de méme, si u = (Zz) alors
3

4.2 Le produit scalaire

On va définir le produit scalaire de deux vecteurs u et v dans le plan ou dans I’espace de dimension

3. Le produit scalaire de deux vecteurs est un scalaire. Soient u = () et v = (45 ) deux vecteurs

dans le plan. On définit le produit scalaire par
UV = UV + UV .

Solent u = (zé) et v = (v1,v2,05 ) deux vecteurs dans I’espace de dimension 3. On définit le produit
3

scalaire par

UeV = UV + U2V + U3V3
Le produit scalaire a les propriétés suivantes :

Théoréme 4.3. (1) uev=veu
(2) Auev = Auev)
(8) (u+v)ew=uvew-+vew
(4) weu=0
(5) ueu=0 si et seulement si u = 0.

(6) wou=|ul?

Démonstration. Ces propriétés sont des conséquences immeédiates de la définition. Par exemple, si
u = () alors

uouzu%—&—u%.

Mais
| wll=\/ui +u3
et donc
uveu=|ul?

ce qui démontre (6). O
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Nous rappelons maintenant un résultat de trigonométrie. Considérons le triangle suivant :

b

o

On a alors

Théoréme 4.4 (Théoréme du cosinus). Soient a,b,c les cotés d’un triangle et o, 3,7 ses angles
comme dans la figure ci-dessus. Alors

a® = b* 4+ c* —2bc cos(a).

Démonstration. Soit H le pied de la hauteur issue du sommet C.
A

H

c

Appliquons le théoréme de Pythagore dans le triangle rectangle BCH :
a®> = BH? + CH”.
Or, CH = b sin(a) et BH = ¢ — b cos(«). Ainsi

a®> = ¢ —2bccos(a)+b? cos?(a) + b? sin’(a)

= b 4% —2bc cos(a)

Théoréme 4.5. Soient u et v deux vecteurs non nuls, et soit 0 l'angle qu’ils forment. Alors
uev=[ul-|vl-cos(d)
Démonstration. On a

(v—u)e(v—wu)

| o—ul?
vevt+ueu—2uev
= JvlP+lul®-2uev.

Par le théoréme du cosinus, on a :

lv=wlP=lvl®+lwl® =2 ullv] cos®).

Donc
uev=[ul [[v] cos(0).

Ceci démontre le théoréme. O
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Figure 6.8

Théoréme 4.6. Soient u et v deux vecteurs non nuls. Alors u et v sont orthogonauz si et seulement
St
uev=20.

Démonstration. Comme
wov=ul- v -cos(t).

s

on a uev =0 siet seulement si cos(f) = 0 et donc si et seulement si § = 5 et donc si et seulement
si u et v sont orthogonaux. O

Remarque 4.7. On convient en général que le vecteur nul est orthogonal & tous les vecteurs. Ainsi,
I’énoncé du théoréme 4.6 reste vrai, méme si I'un des deux vecteurs est nul, bien que ’angle 6 entre
u et v ne soit pas défini.

4.2.1 Projection orthogonale

v

Figure 6.9

La projection (orthogonale) de u sur v est notée
proj, u.
Le théoréme suivant nous donne le lien entre la projection et le produit scalaire :

Théoréme 4.8.
uevv

Proj, u = ———="0
el

Posons w; = proj, u. Comme w, est paralléle & v, on peut 1’écrire

pour un certain scalaire £. On a :
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|
:
U !
wWo :
|
= .
> =
w1 v
Figure 6.10
Démonstration.
Calculons le produit scalaire avec v. On a :
uev = (w;+ws)ev=

= wievV+wyev.
Mais wo @ v = 0, car wy et v sont orthogonaux. Il reste alors

uev = wjev=lv)ev=

= lvev=/{ |v]?

d’ou
_uev
[ v ]2
On a donc
. uev
proj, u = 7” P v
O
Théoréme 4.9. Soit 0 I’angle formé par les vecteurs u et v. Alors
| proj, w[|=[l u || - |cos(8)| .
Démonstration. Par les théorémes 4.8 et 4.5, on a
I proj, u [l = F2t o = bee!
proj, u || = vl =
! | v [ vl
[ull [[v] cos(f)
= =[l w |l [ cos(9)].
v
O

4.3 Le produit vectoriel (cross product)

Le produit vectoriel associe & deux vecteurs de ’espace u et v un troisiéme vecteur, noté u x v,
et défini de la facon suivante :

Définition 4.10. Soient u = (gé ) etv = (;5) deux vecteurs. Leur produit vectoriel est le vecteur
3 V3

u X v défini par
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U2V3 — U3V

uXxXv = U3V — ULV3
U1V2 — U2V
Ug Vg
uz U3
- uy v
Tl us ows
up v
Uz V2
Posons
1 0 0
i=0], j=[1], et k=10
0 0 1
Alors .
1 Uy U1
U Xv= j Uy V2
k us Us

Le produit vectoriel satisfait les propriétés suivantes :

Théoréme 4.11. Siu,v et w sont des vecteurs dans l’espace de dimension 3, on a :

(a) ue(uxv)=0 u X v est orthogonal & u
(b) ve(uxv)=0 u X v est orthogonal v
() [uxv|*’=[[ul]® [[v]? — (uev)? identité de Lagrange.

(d) ux (vxw)=(uew)v— (uev)w

(e) (uxv)xw=(uew)v— (vew)u

Démonstration. (a) Soient u = (%) et v= (zé ) Alors
us v3

Ul U203 — U3V2
ue(uxv) = |ug|e|usvy—uvs | =
us U1v2 — Uz

ul(u21)3 — 'LL31)2) + 'LLQ(Ug'Ul — U1’IJ3) + U3(U11)2 — ’LLQ’Ul) =

= U1U2U3 — UTU3VY + U2U3V1 — UL U2V3 + U1U3V9 — U2U3V1 = 0.

(b) calcul similaire a (a)
(¢) On a
| uxv|*= (ugvs — usva)? + (uzvy — uyv3)? + (urvy — ugvy)?
et
I 1o )1* —(uev)? = (uf + w3 +ud)(v] +v3 +v3) — (wrv1 + uzva + uzvs)?
et un calcul direct montre que les deux termes de droites sont égaux.

(d) Les égalités (d) et (e) se montrent de maniére similaire.

Le produit vectoriel est bilinéaire et anti-symétrique. En d’autres termes, on a

Théoréme 4.12. (a) uxv=—(v X u)
(b) ux (v+w)=(uxv)+ (uxw)
(c) (u+v)xw=(uxw)+ (vxuw)
(d) k(uxv) = (ku) xv=mux (kv)
(e) ux0=0xu=0
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(f) uxu=0.

La notion de produit vectoriel est liée & celle de colinéarité par le théoréme suivant :

Théoréme 4.13. Soient u et v deux vecteurs non nuls de l’espace de dimension 3. Les affirmations
(1) et (2) sont équivalentes :

(1) u et v sont colinéaires (c’est-a-dire u = fv)
(2) uxv=0.
Démonstration. (1) = (2) : Supposons que u = fv. Alors

uxv=v)xv=~Llvxv)=0.

ce qui démontre (2).
u v
Montrons maintenant I'implication inverse (2) = (1) : Soient u = (Z%) et v = (g%) et
UV3 — U3V )
UXv= (uavrulvs). Supposons que u X v = 0. On a donc
U1V2—U2VT

U20V3 — U3V = 0
uzv; —uvg = 0
U1V — U2V = 0.

ler cas : Siwuj # 0 et ug = ug = 0, les équations deviennent

0 =0
—UuU1v3 = 0
0.

U1v2 =

Comme u; # 0, ceci entraine v, = v3 = 0 et donc

uy
(%)

0

vy
(%)

0

uy

Comme v est non nul, on a v; # 0, d’ot u = fv avec £ = *r ce qui démontre (1).

u

(%

2éme cas : Supposons maintenant que u; # 0 et us # 0. Si v = 0 la 1-ére équation devient
U20V3 = U3V = 0.

Comme us # 0, ceci entraine vg3 = 0. Comme par hypothése v est non nul, on doit avoir v; # 0.
Alors par la 3éme équation, on a
U1V2 = UQV1 7é 0

ce qui implique vo # 0 ce qui est absurde. Ainsi, on a donc vy # 0 et vo # 0.

Posons u
1
= —.

U1

Alors la 3-éme équation donne
U2
2 _y
V2
et par la 2éme équation on a
U3V = U103
ce qui implique
Uy
Uz = —vV3 = gUg.
U1
En conclusion, on a
u=~»-v

ce qui démontre (2). O
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4.3.1 Interprétation géométrique du produit vectoriel

Nous avons vu que

luxv =l wl? [ v]* —(uev)?
(identité de Lagrange). Soit 6 'angle formé par u et v. Alors on a :
wev = ulll v cos(6).
On a donc

fuxvl* = fJulPllvl®=lul?*]vl? cos®d
FulP[Fv ] (1 = cos®6)

Fu ] v ]| sin®6.

On obtient donc

Théoréme 4.14.

[ uxvl|=[lwll | vl sin(®)
Démonstration. Comme
0<o6<nm
on a
sin(f) > 0.
et donc I’égalité cherchée. O

Considérons maintenant un parallélogramme dont les c6tés sont les vecteurs u et v :

Figure 6.12 : h =| v || sin(6)

L’aire A de ce parallélogramme se calcule de la facon suivante :

A = (base)-(hauteur)
=[] [lv] sin(®)

=[luxuv].

On obtient donc le théoréme suivant qui donne une interprétation géométrique du produit vec-
toriel de deux vecteurs :

Théoréme 4.15. La norme || u x v || est égale a laire du parallélogramme déterminé par u et v.
En résumé, u x v est un vecteur perpendiculaire & u et v, et de longueur (norme) égale & aire du
parallélogramme déterminé par u et v. De plus, lorientation du triplet (u, v, u X v) est positive
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u X v

Figure 6.13

4.4 Le produit mixte (triple product)
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Définition 4.16. Soient u,v et w des vecteurs de l'espace de dimension 3. On définit le produit

mixte des vecteurs u,v et w par

. . uy
C’est un scalaire. Si u = (52), v =
3

:u.(

V2
U3

Uy
= U’2
us

[u, v, W] =ue(vxw).

v1
v2
v3

[u,v,w] =ue (v Xw)

V2

VU3
w2
w3
U1
V2
U3

w1
) et w= (w2> alors
w3

wo i V1 Wy j V1 W1

ws V3 W3 Vg W
v v w

uy — 1 1 Uy + 1 1
U3 W V2 W2

w1

w2

w3

Théoréme 4.17. Soient u, v et w trois vecteurs de l’espace. Alors

(1) [u,v,w] = [w,u,v] = [v,w,u] = —[v,u,w] = —[u,w,v] = —[w,v, u

(2) [Mu,v,w] = A[u,v,w] pour tout scalaire A.

(3) [u,v,w] =0 si et seulement s’il existe des scalaires a, B, non tous nuls tels que au+LFv+yw =

0.

Démonstration. (1) et (2) découlent directement de la définition. Montrons alors la propriété (3).

Supposons que

au+ pv+yw =20

avec a, 3,7 non tous nuls. Sans perte de généralité, on peut supposer o # 0.

Alors
U= AV + pw
avec
)\:—é et u:—l’
o o

et

(A + pw) o (v X w)
Ave (v xXw)+pwe (vxXw)

0 0
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Réciproquement, supposons que [u,v,w] = 0. On a donc
(uxv)ew=0

c’est-a-dire que u X v est orthogonal & w. Mais u X v est aussi orthogonal & u et & v. Ceci entraine
que u,v et w sont coplanaires et donc que 'on peut écrire

w = au + (v
ce qui termine la démonstration. O

Le produit mixte peut également étre interprété géométriquement ce qui est I’'objet du théoréme
suivant.

Théoréme 4.18. (1) Soit u = (1) et v = (1)) deuxw vecteurs de R?. Alors la valeur absolue du
déterminant

uy U1

Ug Vg

est égal a Uaire du parallélogramme défini par les vecteurs u et v.

(2) Soient u = (ﬁé), v = (%1

i) et w = (gé) trois vecteurs de R3. Alors la valeur absolue du
déterminant

Uy vV Wi
U2 V2 W2
usz vz ws

est égal au volume du parallélépipéde déterminé par ces trois vecteurs

Démonstration. (1) On considére u et v comme vecteurs de I’espace de dimension 3 :

uq v1
u:(ug) et U:(vg)_
0 0

Alors
iU v
. ! ! u;p U1
uXv=\|73 uz vy |= w k.
E 0 0 2 2

L’aire du parallélogramme déterminé par u et v est
det(“1 “)k
Uz V2
)det( v )‘-|k||: det( v )‘
U V2 Uz V2

(2) Prenons le parallélogramme déterminé par v et w comme base du parallélépipéde déterminé par
u, v et w. L’aire de la base est donc

fuxwv]| =

[0 x ||

et la hauteur du parallélépipéde est la projection orthogonale de u sur v X w .

One e (v x w)
. ue (v Xuw
h =] proj, ., u ||= W

et le volume V' du parallélépipéde est alors

V = (aire de la base) - (hauteur)
|ue (v xw)
=lvxw| F———7=
[ vxwl
= |ue (v xw))
qui est donc bien la valeur absolue du déterminant
u;y v w
Ug Vg W2
uz vz w3
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Figure 6.14 : h = hauteur

4.5 Droites et plans dans ’espace de dimension 3

4.5.1 Equation du plan passant par un point I, et ayant vecteur normal
n

€T n
Soit Py = (gg) un point de I'espace de dimension 3 et n = (zé) un vecteur.

Py = (Xor Ygr1Zy)

Figure 6.15

Le plan passant par P, et ayant n comme vecteur normal est formé des points P tels que le
—
vecteur PyP est orthogonal au vecteur n. On a donc

P——
PobPen=20.

X e xo —
Si P= ()Zf) alors PyP = (Yyo ) et la condition Py P e n = 0 s’écrit

—20
X—zo ni
Y—yo | ® (nz) =0
Z—Zo n3

n1(X —x0) +n2 (Y —yo) +n3 (Z — ) =0.

ou encore

2
Exemple 4.19. L’équation du plan passant par le point Py = (—65) et perpendiculaire au vecteur
1
n = ( 3 ) est
-2

ou encore

(X —2)+3(Y +5) —2(Z—-6)=0

X+3Y —227+25=0.
Théoréme 4.20. Soient a, b, ¢, d des scalaires tels que (a,b,c) # (0,0,0). Alors I’équation

aX +bY +cZ+d=0
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est I’équation d’un plan ayant comme vecteur normal le vecteur

a
n=1\|>b
c

Démonstration. Par hypothése, les scalaires a, b, ¢ sont non tous nuls. Nous pouvons supposer que
a # 0. Alors I’'équation
aX +bY +cZ+d=0

peut étre réécrite comme
d
al X+ —)+bY +cZ=0.
a

. . , . . —d/a
Mais ceci est ’équation du plan passant par le point ( 0 ) et ayant comme vecteur normal le
0

vecteur ( Lé ) . O

4.5.2 Droites dans ’espace de dimension 3

Soit L la droite passant par le point Py = (xo, Yo, 20) et paralléle au vecteur v = (a, b, ¢). Alors L

est constituée des points P = (X,Y, Z) tels que le vecteur Py P est paralléle au vecteur v. Autrement
dit :

1581_>D = \v
pour un scalaire A. On a donc
X —x Aa
Y-y | =N
Z — 2z Ac
ou, de maniére équivalente,
X—x20 =X
Y-y =X
Z—zy =\

Ce systéme est est appelé systéeme d’équations paramétriques de la droite L.
Théoréme 4.21. La distance D entre le point Py = (gg) et le plan d’équation
0
aX +bY +cZ+d=0

est donnée par

amo + byo + czo + d|

D
Va2 +b%+c2

Figure 6.16
Démonstration.
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Soit Q = (§i> un point du plan. On place le vecteur normal n au point Q). La distance de P
1

—
au plan est égale & la norme de la projection orthogonale du vecteur QQ P, sur le vecteur n :

Donc
5 _ QP en]
D = proj, QP [|= ————-
[ m |l
—_— Tro—T1
OnaQFP) = (yo—y1 ) et ainsi
zZ0—Z1
o — T1 a
—
QPoen=|yo—y1 | ®|b] =a(ro—x1)+byo—y1)+c(20 — 21).
zZ0 — 21 Cc
Comme
Inl= Va2 + 2+,
on a

la(xzo — x1) + b(yo — y1) + c(20 — 21)|
Vaz b2 + 2 '

Or Q = (gi) est un point du plan, ce qui entraine que ax; + by; + cz; +d = 0 et donc que
1

D =

d = —ax1 — by; — cz1. On obtient finalement

_ laxo + byo + cz0 + d|

D
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Chapitre 5

Espaces euclidiens et applications
linéaires

5.1 Espaces de dimension n

5.1.1 Définitions et notations

L’ensemble des nombres réels est noté R. L’ensemble des nombres réels R est souvent représenté
par une droite. C’est un espace de dimension 1. Le plan est formé des couples (g2 ) de nombres réels.

11 est noté R2. L’espace de dimension 3 est constitué des triplets de nombres réels (gé ) Il est noté

R3. Le symbole (gé) a deux interprétations géométriques :
3

ay
[ ] a9
as

Figure 7.1

1. Un point

2. Un vecteur

Figure 7.2

65
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On généralise ces notions en considérant aussi des espaces de dimension n pour tout entier positif
ax

: > de nombres réels.

an

n=1,2,3,4,....Les éléments de ’espace de dimension n sont les n-uples (

ai

L’espace de dimension n est noté R™. Comme en dimension 3, le n-uple | : | dénote aussi bien le

point que le vecteur de ’espace de dimension n.

ul V1
Définition 5.1 (Somme de deux vecteurs). Soient u = < : ) et v = < : ) deux vecteurs de R™.
Leur somme est par définition le vecteur

Uy + vy
u—+v=
Uy, + Un

uy

Définition 5.2 (Produit d’un vecteur par un scalaire). Soit u = ( :

Un

> un vecteur et \ un scalaire.

Alors
/\u1
A\u = :
Auy,)
0
Le vecteur nul de R"™ est le vecteur 0 = | :
0

Ul —Uu1
Soit u = ( : > un vecteur de R™. Alors son opposé est le vecteur —u = ( : )

Un —Un

Uy V1 w1
Théoréme 5.3. Soient u = ( : ), v = ( : ) et w= ( : > des vecteurs de R™. Alors :

Un Un Wn,

(a) u+v=v+u

) ut+w+w)=w+v)+w
(c) u+0=04+u=mu

(d) v+ (—u) =0

(e) Mpu) = (Ap)u

(f) Mu+v) = u+ I

(9) A+ pu=Au+ pu

(h) 1-u=u

5.1.2 Produit scalaire

Ul v1
Soient u = ( : ) et v= ( : ) deux vecteurs de R™. On définit leur produit scalaire par

Un Un

UGV = UV + UV2 + *++ + UpUp.

C’est un scalaire. Remarquons que cette définition généralise la notion de produit scalaire dans le
plan R? et dans l’espace R3.
Théoréme 5.4. Soient u, v et w des vecteurs de R™ et soit A un scalaire. Alors on a :

(a) uev=veu

(b)) (u+v)ew=uew+vew

(c) (Au)ev = A(uewv)

(d) vev >0.

(e) vev =0 siet seulement si v =0.
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5.1.3 Norme et distance dans R"

w1
Soit u = ( : ) un vecteur. On définit la norme de u (ou norme euclidienne de u ) par

Up
lull= Vawu=/ud +-- +ul.

ul V1
Soient u = < : ) et v = ( : > deux vecteurs. La distance (ou distance euclidienne) entre u et v
Un

est définie par

Un

d(u,v) =[ u—v ||= V(w1 —01)? + (uz = 02)2 + - + (wn — v5)?.

1 3
Exemple 5.5. Soient u = (64) et v = < It > Alors leur distance dans R* est
3 —2

du,v) = V(1 =32+ (6-7)2+(—4—-2)2+(3+2)?
= VA+1+36+25=66.

Théoréme 5.6. (Inégalité de Cauchy-Schwarz)
Sotent u et v des vecteurs de R™. Alors on a

juevf <l ull-[fv].

Théoréme 5.7. Soient u et v des vecteurs de R™, et soit A un scalaire. Alors on a :
(a) |ull=0
() |ul|=0 si et seulement si u =0
(¢) I dwfl= Al [ w |
(@) Jutv|[<||ul +||v] (Inégalité du triangle)

Démonstration. (a) et (b) découlent des points (d) et (¢) du théoréme 5.4.

Ul )\ul
(c) Soituz(;).OnaAuz( : )etdonc
Un Aun

Il = V) + -+ (hun)?
\//\2u%+~-~+)\2u%=\/)\72 ui + -+ ud

Ayui 4 +ug = A [[u]-

(d) Soient u = (goran, ) €t v =(41). Ona

ludv|* = (u+v)e(utw)
=ueut+vev—+2uev

=l ull®+ 1 vl*+2uew.

Remarquons que u e v < |u  v| car, pour n’importe quel scalaire a, on a a < |al.
On obtient alors

Tutv P<lull?+ vl +2wll Tvl= 0wl +1vl)?

et donc
[uto|<|ul+ vl

Corollaire 5.8. Soient u, v et w des vecteurs dans R"™, et soit A\ un scalaire. Alors
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u—+v
u

Figure 7.3

(a) d 0
(b) d
(c) d

(d) d

Théoréme 5.9. Soient u et v des vecteurs de R™. Alors

, U

0 si et seulement si u = v.
d(v,u)
d(u,w) + d(w,v)  (Inégalité du triangle)

, U

(u
(u
(u,v
(u

) >
)
)
) <

, U

1 1
wev=llutv -7 lu—v]|?.

Démonstration.
lut+v|?=w+v)e(utv)=|ul|?*+]|v|*+2uev
Ju—v|P=(u—-v)e(u—v)=[u|*+|v|*-2uev
Donc
futv|?=llu—v|*=4uev
d’ou

1 1
uev=_luto|® =7 lu-v|*.

Définition 5.10. On dit que deux vecteurs u et v de R™ sont orthogonauz si
uev=0.

Théoréme 5.11 (Théoréme de Pythagore dans R™). Soient u et v deux vecteurs de R™ orthogonauz.
Alors

lutolP=ul+]v]*.

Démonstration.

lutv? = (utwv)e(utwv)
=lulP+ vl +2uev

=[lul®?+v|* caruev=0.

5.1.4 Représentation matricielle des vecteurs de R"

ul

Soit u = ( ) un vecteur de R™. On 'appelle «vecteur colonney, et on le considére naturelle-
Un

ment u comme une matrice de taille n x 1. Parfois, on rencontre aussi des «vecteurs ligne» : on peut

voir « comme une matrice 1 x n, de la forme u = (uq, ..., u,). En fait, le vecteur ligne correspondant

a u est le transposé u? du vecteur colonne u.
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Les opérations de somme et de produit par un scalaire définies ci-dessus se transposent parfaite-
ment & ’écriture matricielle et I’on retrouve ainsi les opérations définies sur les matrices introduites
au chapitre 2 :

Ul V1 w1 + v
u+v= + =
un vn un + Un
et
U1 )\ul
Au = A = :
U, Ay,

5.1.5 Formule matricielle du produit scalaire

Soient
U1 U1
u = . et v =
Unp, Un
deux vecteurs. On a
T _
vl =(v1 vy ... vy )
et ainsi
Ui
vTu:(vl...vn) : = Uvy + - UY, = U e .
Unp
On a donc

Exemple 5.12.

1 2
u = -3 v = -3
- 6 [ " 5
4 0
1
uev=1vTu=(2-350) ;53 = (41) = 41.
4

Soit A une matrice de taille n x n et u un vecteur colonne (i.e. une matrice n x 1). Le produit
matriciel Au est une matrice n x 1, donc un vecteur colonne. On peut alors considérer le produit
scalaire de Au avec un autre vecteur v,

(Au) o v

On a ainsi
(Au) e v = vT (Au)
= (T Au = (ATv)Tu =
=ue(AT).

On obtient donc la formule

Théoréme 5.13.
(Au) o v =u e (ATv).

On verra plus tard (matrices orthogonales) la signification de cette équation.
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Exemple 5.14. Posons

1 -2 3 -1 -2
A= 2 41 U= 2 et v= 0
-1 01 4 5
Alors
1 -2 3 -1 7
Au = 2 41 2 | =1{ 10
-1 01 4 5
et
1 2 -1 —2 -7
ATv=1{ -2 4 0 0| = 4
31 1 5 -1
On obtient ainsi
7
(Au)ov=(v")(Au)=( -2 0 5 )| 10 | =-14+0+25=11
5
et
-1
ue (ATv) = (A"v)"u= (-7 4 -1) 2 | =74+8-4=11.
4

5.1.6 Multiplication des matrices et produit scalaire

Soient A = (a,;) une matrice de taille m x r, et B = (b;;) une matrice de taille  x n. Nous avons
vu que 'on peut former le produit matriciel AB. On obtient une matrice de taille m x n. L’élément
d’indice ij de la matrice AB est

ai1bij + aizbzj + -+ + airby; .

Remarquons que ceci est aussi le produit

blj
ba;
(ail a2 ... air) !

by

Autrement dit, c’est le produit scalaire du i-éme vecteur ligne de A avec le j-éme vecteur colonne

de B. Notons [y, ..., les vecteurs ligne de A, et c1,...,c, les vecteurs colonne de B. On a alors
liecy liecy ... [liec,
lroec; lrecy ... [lyec,
AB =
bppoci bpeco ... fLnec,

En particulier, un systéme d’équations linéaires peut étre exprimé grace au produit scalaire comme
suit : soit Az = b un systéme linéaire ot A est la matrice des coefficients du systéme de taille m x n,

b1
b=
bin
est le second membre et
Z1
T =

Tn
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le vecteur colonne des inconnues.
Soient {1, ..., 4, les lignes de la matrice A. Ce sont des vecteurs ligne (matrices de taille 1 X n).
Alors le systéme peut étre exprimé comme

lLex

lyex b

bp @

5.2 Applications linéaires

5.2.1 Rappels sur les applications

Soient A et B deux ensembles. Une application f : A — B associe a tout élément a de A
un unique élément f(a) de B. L’élément f(a) est appelé 'image de a par f (ou la valeur de f en
a). L’ensemble A est appelé le domaine de définition de f. Le sous-ensemble f(A) de 'ensemble B
formés des éléments f(a), on a est un élément de A, s’appelle 'image de A par f. Lorsque A = R,
on dit que f est une application (ou fonction) d’une variable réelle. Lorsque A = R™, on dit que f
est une application (ou fonction) de n variables réelles. Lorsque B = R, on dit que f est a valeurs
réelles.

Exemples

(1)
f:R—R

flz) = a?
est une fonction d’une variable réelle & valeurs réelles.

()
f:R" —R

f(xlv"~7xn):$%+"'+1‘7L

est une fonction & valeurs réelles, de n variables réelles.

®3)
f:R—R

flx) =3z

est une fonction d’une variable réelle & valeurs réelles.

Soient

f1:R"—R

fm R" — R
m fonctions de n variables réelles & valeurs réelles. On peut construire une application
f:R* — R™

définie par

flxy,..yxn) = (i@, xn)y ooy f(T1, -0 o)) -
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5.2.2 Applications linéaires

Définition 5.15. Une application f : R" — R™ définie par f(z1,...,2,) = (w1, ..., wy,) est dite
linéaire si
wy = anr + apr2 + + a1n%n
wy = @211 + ary + + a2y
W - Am1T1 + Am2T2 + + Amn Ty -
En notation matricielle, on a
T w1 ai; a2 A1n T1
f €2 w2 azi a22 a2n T2
Tn Wm Am1 Am?2 Amn Tn
ou encore
flz) =w= Az avec A = (a;5).

A est appelée la matrice de lapplication f.

Exemple 5.16. La fonction f: R* — R3 définie par

wy = —2x1 + 5xo + 2x3 — Ty
we = 4x1+ 229 — 313+ 314
w3y = Tx1— 3z + 923

peut étre exprimée sous forme matricielle comme suit :

wy 2 5 2 _7 il
we | =1 4 2 -3 3 ;
w3 7 -3 9 0 3

Tq

Notation :
Soit f : R™ — R™ une application linéaire. On note [f] la matrice de f (appelée aussi matrice
standard de f). Soit A une matrice m x n. On note f4 : R — R™ Dapplication linéaire

fa(z) = Ax pour tout x € R™.
L’application linéaire induite par la matrice identité
fi(x)=Iz ==

est appelée application identité, et notée I ou Id. L’application linéaire induite par la matrice nulle
0 de taille m x n

est appelée application nulle, et notée 0.

Remarque 5.17. Soit f: R™ — R™ une application linéaire. Alors f(0) = 0. En effet, si A est la
matrice standard de f, on a f(0) = A0 =0.

5.2.3 Quelques exemples d’applications linéaires
Réflexion par rapport a ’axe Oy

La fonction
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v

Figure 7.6

est la réflexion par rapport a 'axe Oy et sa matrice est
-1 0
0 1
-1 0 z\ _ [ -=
0 1 y ) y )

Réflexion par rapport a I’axe Ox

car

La réflexion par rapport a I'axe des x est donnée par la matrice

(o)

Réflexion par rapport a la droite y ==z
La réflexion par rapport & la droite y = x est donnée par
f:R* —R?
(y) = (%)

et sa matrice est

O =
N~

Réflexions dans ’espace
L’application
f:R} —R?
T T
(1)~ (%)
z —Zz
est la réflexion par rapport au plan Ozy. C’est une application linéaire et sa matrice est
1 0 0
0 1 0
0 0 -1

De méme, la réflection par rapport au plan Ozz est donnée par la matrice

O O =

0 0
-1 0
0 1
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Y

Figure 7.7

et la réflection par rapport au plan Oyz par la matrice

-1 0 0
0 1 0
0 0 1
Projections orthogonales
Ay
(z,y)
|
| x
(x,0)
Figure 7.8
L’application
f:R* —R?
(y) = (5)

est la projection orthogonale sur 'axe Ox. C’est une application linéaire donnée par la matrice
1 0
0 0 )°

f:R} —R?

()= (%)

L’application linéaire
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est la projection orthogonale sur le plan Oxy et sa matrice est
0 0

1
0 0
0 0

1
0
De méme, la projection orthogonale sur le plan Ozz est donnée par la matrice standard
0 0
0 0|,
0 1

OO =

et la projection orthogonale R? — R? sur le plan Oyz par la matrice standard
0 0 0
01 0
0 0 1

5.2.4 Rotations
Soit f : R? — R? la rotation d’angle 6. On a

Figure 7.9 : Rotation d’angle 0

T = Tcos«
Yy = rsina
Apres rotation d’angle 8, on obtient :
wy = rcos(a+0),
wy = rsin(a+6).

En appliquant des formules trigonométriques, on obtient

w; = rcosacosf — rsinasind
we = rcosasinf + rsinocost
c’est-a-dire
w; = x cosf —ysin 6

x sin 6 + ycos 6.

g
V)
|

7
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Autrement dit, la rotation d’angle 6 est donnée par la matrice standard
cos 0 —sin 6
sin 6 cosf )~
5.2.5 Composition d’applications linéaires

Soient
fa:R™ — R"

et
fB:R"— R"

deux applications linéaires induites respectivement par les matrices A et B. Considérons leur com-
position
fBofa:R™ — R"

deéfinie par (fp o fa)(z) = fe(fa(x)).

C’est une application linéaire et on a

(feofa)(x) = fe(fa(z))=
—  B(Az) = (BA)z

ce qui implique que
fBofa= fpa.

Autrement dit, la matrice associée & la composition de deux applications linéaires est égale au produit
de leurs matrices standard.

Exemple 5.18. Soit
f:R? —R?

la réflection par rapport a la droite y = x, et soit
g:R? — R?
la projection orthogonale sur ’axe des y.

A

9(f(v)) /

Y

Figure 7.10 : Composition de f puis de g

La matrice standard de f est

et la matrice standard de g est
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Y

On a alors

rod=1n= (1 o) (o 1)=(¢
sori=tl1=(o 9) (1 0)=(}

o= 1 0)# (0 5 )=Ured

ce qui montre que la composition d’applications linéaires n’est pas commutative en général.

et

Remarquons que

5.3 Propriétés des applications linéaires

Définition 5.19. Soient F et Ey deux ensembles et soit
[1E— B

une application. On dit que f est injective si f(x) = f(y) implique = y. Autrement dit, deux
éléments distincts ont des images distinctes.

On dit que f est surjective si pour tout z € Es , il existe € F avec f(z) = z. Autrement dit,
f(Ey) = Es.

On dit que f est bijective si elle est injective et surjective. Autrement dit, f est bijective si, pour
tout z € Es, il existe un unique z € E; avec f(x) = 2.

Soit A une matrice n x n . Nous avons vu (théoréme 2.32) que les propriétés suivantes sont
équivalentes :

(1) A est inversible
(2) Pour toute matrice colonne w, de taille n x 1, le systéme

Ax =w

a une solution.
D’autre part, si pour toute matrice colonne w de taille n x 1 le systéme

Az =w

a une solution, alors A est inversible. En effet, vu que pour tout w le systéme a une solution, il existe
ri,%9,...,T, des matrices colonne telles que

1 0 0

0 1
Al‘l = 0 ) AZ‘Q = 0 ) ) Al‘n = 0
0
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Ainsi,
Ay zo...zn) =1,
T
et det(AC) = det(A) det(C) = 1. Le déterminant de A est donc non nul, ce qui est équivalent a dire
que A est inversible. D’ou le théoréme suivant :
Théoréme 5.20. Soit A une matrice n X n. Les propriétés suivantes sont équivalentes :
(1) A est inversible

(2) Pour toute matrice colonne w de taille n x 1, le systéme
Az =w

a une solution
(8) Pour toute matrice colonne w de taille n x 1, le systéme
Az =w
a exactement une solution.
Soit fa : R™ — R"™ Papplication linéaire de matrice standard A. Remarquons que la propriété
(2) ci-dessus est équivalente a
(2’) fa est surjective
et que (3) équivalent &
(3’) fa est bijective.
On a donc le théoréme suivant :
Théoréme 5.21. Soit A une matrice de taille n x n, et soit fa : R™ — R™ [application linéaire
associée. Les propriétés suivantes sont équivalentes :
(1) fa est injective
(2) fa est surjective
(3) fa est bijective
(4) A est inversible.

Démonstration. 1’équivalence des points (2), (3) et (4) découle du théoréme précédent.

11 suffit donc de montrer que (1) est équivalent a (4) par exemple.

Supposons f4 injective. Soit € R™ tel que fa(z) = 0. Alors Az = 0. Or, on a aussi A0 = 0. Comme
fa est injective, on a nécessairement x = 0. Autrement dit, le systéme Az = 0 a une unique solution.
Le théoréme 2.32 permet de conclure que la matrice A est inversible.

Réciproquement, supposons A inversible. Soient x1,zs € R™ tels que fa(z1) = fa(xsz), ¢’est-a-dire
tels que Azq = Axy. On a alors A(z; — x2) = 0. A nouveau par le théoréme 2.32, on en déduit que
x1 = xo. L’application f4 est donc injective. O

Exemple 5.22. Soit
f:R? —R?

la projection sur 'axe des x. Alors f n’est pas injective. En effet,

() =(%) pour tout y € R?

1= o)

Elle n’est pas inversible, car det([f]) = 0. L’application f n’est donc pas surjective : ceci se vérifie
aisément car aucun point en-dehors de I'axe des x n’est dans l'image de f.

La matrice standard de f est



5.3. PROPRIETES DES APPLICATIONS LINEAIRES
Soit
fa:R" —R"
une application linéaire associée 4 une matrice A inversible. Alors
fa-r :R" — R”
est aussi une application linéaire et on a

fa(far(x)=AA e =Tz =2
far(fa(@)=AAz =Tz =2

pour tout z dans R™. L’application f,-1 est appelée 'application inverse de f4.
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On dit qu’une application linéaire f : R™ — R"™ est inversible si f = fa, o A est une matrice

inversible. Si f : R™ — R™ est inversible, on note

f—l SR — R™

son inverse. Par le théoréme 5.21, une application linéaire est inversible si et seulement si elle est

bijective.

Exemple 5.23. Soit f : R” — R? la rotation d’angle #. Alors f~! : R? — R? est la rotation

d’angle —6.
On a
cos 0 —sinf
= ( sin 6 cos 0 )
1 cos 0 sin 6
= (—sin9 cos@)
B cos (—0) —sin (—0)
N sin (—6) cos(—0) |-
Théoréme 5.24. Une application
f:R" — R™

est linéaire si et seulement si pour tous les vecteurs u, v de R™ et pour tout scalaire A, on a
(1) flu+v)=f(u)+ f(v)
(2) f(Au) = Af(u).

Démonstration. Supposons f : R” — R™ linéaire, et soit A sa matrice standard. On a
Flu+v) = Alu+v) = Au+ Av = f(u) + f(v)

et
fu) = A(Au) = MAu = Af(u).

Réciproquement, supposons (1) et (2). Notons d’abord que (1) implique que

flor +va+ - +w) = f(vr) + flva) + -+ o).

Posons
1 0 0
1
0 :
€1 = . , €y = 0 O I :
. : 0
0 0 1

Soit A la matrice n x n dont les colonnes sont

f(61>7f<62)’ - "f(en)
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et

Alors

et donc

On a alors que f = f4. C’est une application linéaire.
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Définition 5.25. Les vecteurs

T1
T2

Tn

T =2x1€1 + Toeo + -+ Tpey

A(zre1 + zoea + - + xpen)
r1Aer + x0Aey + - - - + 1, Aey,

z1f(er) +xaf(e2) +---+znflen
f(xier) + f(zae2) +--- + f(znen
f(zier +xoea + -+ zpe,) = f(x).

|
o~ o

0

sont appelés les vecteurs de base standard de R™.

La démonstration précédente a ainsi montré :

Théoréme 5.26. Soit f : R® — R™ wune application linéaire, et soient eq,. .
base standard de R™. Alors la matrice standard de f est donnée par

flen) )

[/]

( fler) f(e2)

)
)

., e, les vecteurs de



Chapitre 6

Espaces vectoriels

6.1 Définition et premiéres propriétés

Rappels et notations

1. Soit E' un ensemble. La notation z € F signifie «x est un élément de E» ou «x appartient a
E». Par exemple, A € R signifie «A est un nombre réel.

2. Soient E et E’' deux ensembles. La notation E C E’ signifie «E est contenu dans E'» ou «E
est un sous-ensemble de E’».

3. Soient F, E’ deux ensembles. Alors I’ensemble des couples
Ex E ={(e,e')|e€ E, e € E'}
s’appelle le produit cartésien de E et E'.
Définition 6.1 (Espace vectoriel). Soit V' un ensemble muni de deux opérations : une addition

VxV — V
(u,v) — u+v
et une multiplication par les scalaires

RxV — V
\u) — .

On dit que V, muni de ces deux opérations, est un espace vectoriel si pour tout u,v,w € V et tout
A, i € R, on a les propriétés suivantes :

1) u+tv=v+u

2) ut(vtw)=(utv)+w

(3) N existe 0 € V tel que 0+ u =u+ 0 = u pour tout u € V.
(4) Pour tout u € V, il existe —u € V tel que u+ (—u) =0
(5) Mu+v)=AIu+ v

(6) (A4 p)u=Au+ pu

(7) M) = Ovyu

8) 1-u=u

Exemple 6.2. L’ensemble V' = R™ muni des opérations habituelles d’addition de vecteurs et de
produit d’un vecteur par un scalaire est un espace vectoriel.

Exemple 6.3. Soit V ’ensemble des matrices de taille n x m, muni de ’addition des matrices et
de la multiplication d’une matrice par un scalaire. Alors V' est un espace vectoriel.

81
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Exemple 6.4. Soit V I’ensemble des fonctions
f:R—R.
On définit sur V' une opération d’addition :
(f +9)(@) = f(z) +g(z)
et une opération de multiplication par les scalaires
Af)(z) = Af(x) pour tout A € R.

Ceci en fait un espace vectoriel. Les propriétés sont faciles a vérifier. Par exemple, on définit la
fonction nulle

0:R— R

par
0(z) =0 pour tout z € R.

Alors f+ 0 = f pour toute fonction f, et on est donc légitimé & écrire «0» pour la fonction 0. Si
f:R — R est une fonction, on définit

—f:R—R

par

Les autres propriétés se vérifient facilement.

Exemple 6.5. Tout plan passant par l'origine est un espace vectoriel (par rapport aux opérations
habituelles sur les vecteurs). Le plan est donné par une équation de la forme

ar+by+cz=0
ol a, b et ¢ sont des scalaires non tous nuls.

Notons V ce plan. Soient (§g> et (éi ) deux éléments de V. Autrement dit,
0 1

axg + byg + czo

axy + by + ¢z

To+T1 .
Alors ( wo+v1 ) est aussi dans V car on a
zo+t21

a(zo +21) + b(yo + y1) + c(20 + 21) = 0.
Les autres propriétés sont aussi faciles a vérifier.
Remarque 6.6. Attention! Un plan ne contenant pas l'origine n’est pas un espace vectoriel.

Théoréme 6.7. Soit V un espace vectoriel, v € V et A € R. Alors on a :
(a) 0-v=0.
(b)) A-0=0
(¢) (~1)-v = —v
(d) Si\-v=0, alors A\ =0 ouv =0.
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6.2 Sous-espaces vectoriels

Définition 6.8. Un sous-ensemble W d’un espace vectoriel V' est un sous-espace vectoriel de V si
W est un espace vectoriel par rapport aux opérations de V.

Théoréme 6.9. Soit V un espace vectoriel, et soit W un sous-ensemble de V. Alors W est un
sous-espace vectoriel de V' si et seulement si les conditions suivantes sont vérifiées :

(a) 0 e W,
(b) siu,v e W, alorsu+veW;
(c) siueW et X\ €R, alors \u € W.

Démonstration. Soit W un sous-espace vectoriel de V. Alors W satisfait aux axiomes qui définissent
un espace vectoriel, en particulier on a (a) (b) et (c¢). Réciproquement, si W est un sous-ensemble
de V vérifiant (a), (b) et (c), alors il est facile de vérifier que W est un espace vectoriel. O

Terminologie : Soit W un sous-ensemble d’un espace vectoriel V. Si la propriété (b) ci-dessus
est satisfaite, on dit que W est fermé par rapport a addition. Si (c) est satisfait, on dit que W est
fermé par rapport a la multiplication par les scalaires.

Remarque 6.10. Soit V' un espace vectoriel et W un sous-ensemble de V. Pour montrer que W
est un sous-espace vectoriel de V', il suffit de vérifier les propriétés (b) et (c¢) du théoréme ci-dessous.
En effet, en prenant A = 0 dans (c), on a directement que 0 € W.

Il est par contre souvent utile de commencer par vérifier (a); ainsi, si 0 ¢ W, on en déduit immé-
diatemment que W n’est pas un sous-espace vectoriel.

Exemple 6.11. Soit M, 'espace vectoriel de toutes les matrices de taille n x n Soit S, le sous-
ensemble des matrices symétriques. Alors S;, est un sous-espace vectoriel de M,,. Il suffit en effet de
vérifier que la matrice nulle est symétrique, que la somme de deux matrices symétriques est encore
symétrique et finalement que le produit d’une matrice symétrique par un scalaire est une matrice
symétrique.

Exemple 6.12. Soit V D'espace vectoriel des fonctions f : R — R et soit P,, le sous-ensemble des
fonctions polynomiales de degré au plus n, autrement dit des fonctions de la forme

p:R— R

p(x) = ap + a1z + -+ + apa™,
avec ag, a1, - - ., a, € R. Alors P, est un sous-espace vectoriel de V. En effet :
(a) la fonction nulle est une fonction polynomiale ;

(b) soient p,q € P,

p(z) = ap+arz+--+ax”
qlx) = by+bix+---+byz"
Alors
(p+q)(z) =p(x) + q(z) = (ao + bo) + (ar + b1)x + - + (an + bp)z".
Donc p+q € Py
(2) soit p(x) =ap+ a1z + -+ apa™ € P, et A € R. Alors

(Ap)(x) = Ap(xz) = Aag + Aay © + -+ + Aana”.
Donc A\p € P,.

Exemple 6.13. Notons C'(R) l'ensemble des fonctions continues f : R — R. Alors C'(R) est un
espace vectoriel. C’est un sous-espace vectoriel de I'espace vectoriel de toutes les fonctions f: R —
R. 11 suffit de vérifier que la somme de deux fonctions continues est continue et que si f € C'(R)
alors \f est continue pour tout A € R.
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Notons C*(R) I'ensemble des fonctions f : R — R qui sont dérivables et de premiére dérivée
continue. Alors C*(R) est un sous-espace vectoriel de C'(R). Notons C?(R) I’ensemble des fonctions
f:R — R qui sont dérivables ¢ fois et dont la i-éme dérivée est continue. On a les inclusions

C'(R) c C""HR) C --- C C(R).

C*(R) est un sous-espace vectoriel de C(R) (et aussi de C*~1(R)).

Notons C*°(R) l'ensemble des fonctions f : R — R qui sont indéfiniment dérivables et dont
toutes les dérivées sont continues. Alors C*°(R) est un sous-espace vectoriel de C'(R). On a les
inclusions d’espaces vectoriels

Pn CCPR) C .- C C(R).

Remarque 6.14. Soit {e1, e2} la base standard de R?. Soit d; (respectivement ds) la droite passant
par lorigine et de vecteur directeur e; (respectivement es). La réunion de d; et de ds n’est pas un
sous-espace vectoriel de R?. En effet, le vecteur

e (3)+(2)-(1)

6.2.1 Espace des solutions d’un systéme d’équations linéaires homogénes

n’appartient ni & dy, ni & ds.

Un autre exemple d’espace vectoriel est donné par I’ensemble des solutions d’un systéme linéaire
homogeéne. Soit Ax = 0 un systéme de m équations a n inconnues :

a1 N A1n I 0

Aml -  Qmn Tp 0
On a alors

Théoréme 6.15. Soit Az = 0 un systéme d’équations linéaires homogénes a n variables. Alors
l’ensemble des vecteurs solution est un sous-espace vectoriel de R™ .

Démonstration. Soit W I’ensemble des vecteurs solution. Le vecteur 0 est un élément de W. Vérifions
que W est fermé par rapport a 'addition et par rapport & la multiplication par un scalaire.

Si z et 2’ sont des vecteurs-solution, alors Ax = 0 et Az’ =0 et donc A(x + ') = Az + Az’ =0
ce qui montre que W est fermé par rapport a 'addition. On a aussi A(Az) = MAz = A0 = 0 ce qui
prouve que W est aussi fermé par rapport a la multiplication par un scalaire. O

Exemple 6.16. Considérons le systéme

1 -2 3 x 0
2 —4 6 y |=10
3 =6 9 z 0
Les solutions de ce systéme sont
= 2s5s—3t
= s
z =t
ce qui donne
r=2y—3z

d’out
r—2y+32=0.

L’ensemble des solutions est donc un plan passant par ’origine. Nous avons vu que ceci est un espace
vectoriel.
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6.3 Combinaison linéaire

Définition 6.17. Un vecteur w est appelé combinaison linéaire des vecteurs vy, vs, ..., v, Si
W = AU + AgUg + -+ + A0,

avec A1 € R,..., A\ € R.

Exemple 6.18. Soient

1 0 0
€1 = 0 €9 = 1 €3 = 0
0 0 1
les vecteurs de la base standard de R? et
Ty
Tr = i)
T3
un vecteur quelconque de R?. On a
T 0 0 1 0 0
T = 0 + To + 0 =1 0 + x9 1 + 3 0
0 0 T3 0 0 1

ce qui montre que x est une combinaison linéaire de e, ey et es. Ainsi, tout vecteur de R? est
combinaison linéaire de ey, es et e3.
) est

1 \Vle)

Exemple 6.19. Soient u = (i) et v = (g) deux vecteurs de R3. Montrons que w = (

combinaison linéaire de u et v. On cherche donc A et u tels que
9 1 6
() = 2(2)+n(d)
A 6
( 2 ) —+ (4;1,)
—A 21

A+6p
= 2A+4p .
—A+2p

On a donc
9 =X+6p
2 =2\+4p
7T o=-X+2u

Une solution de ce systéme est par exemple
A= _37 H = 27

ce qui implique que w est combinaison linéaire de u et v. On vérifie que l'on a

9 1 6
21 ==-31 2 |+2|4
7 -1 2

. 1 6 4 .
Exemple 6.20. Soient u = ( 21) et v = (%) Montrons que w = (—81) n’est pas une combinaison

linéaire de u et v. L’égalité

4 1 6
—-1] = 2 | +ul4
8 -1 2
donne le systéme
4  =X+6u
-1 =2 \+4pu
8 =-A+2u

Or ce systéme n’a aucune solution.



86 CHAPITRE 6. ESPACES VECTORIELS

Théoréme 6.21. Soient vq,...,v, des vecteurs d’un espace vectoriel V. Alors I’ensemble W des
combinaisons linéaires de vy, ...,v, est un sous-espace vectoriel de V.

Démonstration. Le vecteur 0 est dans W car 0 =0-vy + -+ 0 v,.. Vérifions que W est fermé pour
I’addition et pour la multiplication par un scalaire. Soient u,v € W. Alors, par définition de W,

u = )\11)1 + )\2’02 + -+ )\r'l)r
p1v1 + fov2 4 - A Uy Up

ol A1,..., A\ €t puy, ...,y sont des scalaires. Donc
u+v = (A + p1)vr + (A2 + po)vg + -+ (Ap + pr) vy

Donc u 4 v est aussi une combinaison linéaire de vy, ..., v,. Ceci implique que u+v € W. Pour tout
a€R,on a

au = (aA)vy + - - + (@A),

Donc au est combinaison linéaire de vy, ..., v,. Ceci implique que au € W. Donc W est bien un
sous-espace vectoriel de V. O

Définition 6.22. Le sous-espace W du théoréme précédent est appelé le sous-espace vectoriel de v
engendré par vy, ..., v,. Si 'on pose S = {vy,...,v,}, alors W est noté

W = L(S) = L(v1,v,...,0.).

Théoréme 6.23. Soit V un espace vectoriel, et soient vy,...,v, € V. Soit W le sous-espace vec-
toriel de V' engendré par vy,...,v.. Alors W est le plus petit sous-espace vectoriel de V' contenant
ViyeooyUp.

Démonstration. On a clairement que v; € W vg € W, ... v, € W. Soit W’ un autre sous-espace
vectoriel de V' qui contient vy, ..., v,. Comme W’ est un sous-espace vectoriel de V, il est fermé par
addition et par multiplication par un scalaire. Donc W’ contient toutes les combinaisons linéaires
de vy, ..., v, ce qui implique que W C W'. O

Exemple 6.24. Soient v; et vy deux vecteurs non colinéaires de R3. Alors I’espace vectoriel W
engendré par vy et vo est un plan.

Exemple 6.25. Soient v; et vy deux vecteurs colinéaires de R3. Alors vy = Av;. L’espace vectoriel
engendré par vy et vy est une droite.

Exemple 6.26. Soit P, lespace vectoriel des fonctions polynomiales de degré < n. Alors les
polynémes 1,z,...,z™ engendrent P,.

Théoréme 6.27. Soit V un espace vectoriel, et soient S = {v1,va,...,v.} et S" = {v],vh,...,v.}
deux ensembles de vecteurs de V. On a

L(vi,v2,...,0.) = L(V],Vh,...,0.)

si et seulement si tout vecteur de S est une combinaison linéaire de vecteurs de S’ et tout vecteur
de S’ est une combinaison linéaire de vecteurs de S.

Démonstration. C’est une conséquence immédiate de la définition de £(S) et de L(S). O
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6.4 Indépendance linéaire

Définition 6.28. Soit S = {vi,...,v,} un ensemble non vide de vecteurs d’un espace vectoriel.
L’équation
>\1U1+"'+ATUT:0

a au moins une solution, notamment la solution triviale Ay = Ay = --- = X\, = 0. Si cette solution
est unique, on dira que S est un ensemble linéairement indépendant, ou que les vecteurs vy, ... v,
sont linéairement indépendants.

Sinon, on dira que S est un ensemble linéairement dépendant, ou que les vecteurs vq, ..., v, sont
linéairement dépendants.

Remarque 6.29. Tout vecteur non nul est linéairement indépendant. En effet, Av = 0 implique
A=0ouv=0.

Le vecteur nul est linéairement dépendant car A - 0 = 0 pour tout A € R. Plus généralement,
tout ensemble contenant le vecteur nul est linéairement dépendant. En effet, soient vy, ..., v,._1 des
vecteurs quelconques et v, = 0. Alors

0-v1+-+0-0v_1+A-0=0

pour tout A € R.

2 1 7

Exemple 6.30. Soient v; = <01>, Vg = < 2 ) et vg = (51>. Alors l'ensemble S = {vy,v9,v3}
3 -1 8

est linéairement dépendant, car

3v1 + v — vz = 0.

Exemple 6.31. Les polynomes p;(z) = 1 —x, pa(x) = 5+ 3z — 222 et p3(z) = 1 + 3z — 22 forment
un ensemble linéairement dépendant, car

3p1 —p2 +2p3 = 0.

Exemple 6.32. Soient

1 0 0
€1 = 0 s €y = 1 5 €3 = 0
0 0 1

les vecteurs de la base standard de R3. Alors I'ensemble {ey, e, e3} est linéairement indépendant.
En effet, supposons que A\je; + Ages + Ages = 0. Alors

1 0 0 0
MO+ 1] +X[0]=1]0],
0 0 1 0
ce qui donne
A1 0 0 A1 0
0 + [ X | + 0 =|X]=10 s
0 0 A3 A3 0
et donc
A =0, X=0, A3=0.
Exemple 6.33. Les polynoémes 1,z,...,z"™ forment un ensemble linéairement indépendant de P,,.
En effet, supposons qu’il existe ag,...,a, € R tels que

ap +a1x+ -+ apz”
soit la fonction nulle 0. Ceci implique que pour tout zg € R, on a
ap+a1xo+ - +anxy =0.
Mais un polynoéme de degré n a au plus n racines. On doit donc avoir

ap=a,=--=a,=0.
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Théoréme 6.34. Un ensemble S est linéairement dépendant si et seulement si au moins l'un des
vecteurs de S est une combinaison linéaire des autres vecteurs de S.

Démonstration. Soit S = {v1,vs,...,v,} un ensemble linéairement dépendant. Alors il existe Ay, ..., A, €

R non tous nuls tels que
Av1 + Aovg + - 4 Apvp = 0.

Comme les Aq,..., A\, ne sont pas tous nuls, il en existe au moins un qui est non nul. Supposons
Ai#0,avec 1 <i<r.Ona

AV = = A1 — - = As1Uim1 — A1 Uit — 1 — AU

Comme \; # 0, ceci implique

A Aie i Ar
’Ui:<_/\i>vl+"'+(_ )\i1>’0i1+(— )\t1>vi+1+---+<—)\i)vr

et alors v; est une combinaison linéaire des autres vecteurs.
Réciproquement, supposons que I'un des vecteurs — disons v; — soit combinaison linéaire des
autres vecteurs. Alors on a

v = Ao+ Aim10io1 + Aip1Vigr o+ Aoy

Ceci implique
Ao 4 Ns1vim1 — U+ A1V o+ Ao = 0.

Donc vy, ..., v, sont linéairement dépendants. O

6.4.1 Interprétation géométrique de la dépendance linéaire

— Dans R? ou R3, deux vecteurs sont linéairement dépendants si et seulement s’ils sont colinéaires.
— Dans R3, trois vecteurs sont linéairement dépendants si et seulement s’ils sont sur le méme
plan (coplanaires).

Théoréme 6.35. Soit S = {v1,v9,...,v,} un sous-ensemble de R™. Si S contient plus de n élé-
ments, alors S est linéairement dépendant.

Démonstration. Supposons que

V11 V21 Uri

V12 V22 Ur2
v1 = ) Vg = ) ) ) Upr =

Uln Von Urn

L’équation
T1v1 + Tovg + -+ xpv. =0
donne alors le systéme suivant
V1121 +V21%2 + -+ VUp1 Ty
V121 + V22%2 + - + U, = 0

Vin®1 + Von2 + -+ Uy, = 0

C’est un systéme homogéne de n équations & r inconnues. Lorsque r > n, ce systéme a des solutions
non triviales ce qui montre que la famille S est linéairement dépendante. O
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6.5 Bases et dimension

Définition 6.36 (Base d’un espace vectoriel). Soit V' un espace vectoriel, et S = {v1,v2,...,0,}
un sous-ensemble de V. Alors S est une base de V si et seulement si les deux conditions suivantes
sont vérifiées :

(1) Tensemble S est linéairement indépendant ;
(2) lensemble S engendre V, c’est-a-dire V = L(S5).

Théoréme 6.37. Si S = {v1,vs,...,v,} est une base de l’espace vectoriel V', alors tout vecteur
v €V s’exprime de fagon unique comme combinaison linéaire d’éléments de S :

U:)\11)1+A2’UQ+"'+>\”’U”

avec A1, ..., A\p, € R déterminés de facon unique.
Démonstration. Par définition, S engendre V', donc pour tout v € V il existe A1,..., A\, € R tels
que

V= A1 + Av2 + -+ ApUn.

Il reste & montrer 'unicité des Ay, Ag, ..., A,. Soient pq, pa, ..., 1y € R tels que

V= (101 + oV + -+ UpUn.

Alors on a
(A1 = p1)vr + (A2 — p2)vz + -+ (A — pin)vn = 0.
Comme S = {vy,...,v,} est linéairement indépendant, ceci implique
)\1—M1:0, )\2_/1‘2:0, AR )\n_:unzo
et donc
AL =1, A2 =2, oo A = fin.

O

Définition 6.38 (Coordonnées par rapport a une base). Les A1, ..., A, du théoréme précédent sont

appelés les coordonnées de v dans la base S.

Exemple 6.39. Les vecteurs v; et vo de la figure ci-dessous forment une base du plan car on a
v = avy + bvy pour tout vecteur v du plan ol a et b sont des nombres réels uniquement déterminés.

Figure 8.4

Exemple 6.40. Soient e; = (é) ,ey = (2) ,e3 = <§> les vecteurs de la base standard de R3.

Alors S = {ey, e, e3} est une base de R3 car S est linéairement indépendant et engendre R3.
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Exemple 6.41. Base standard de R" : les vecteurs

1 0 0
0 1 :
€1 = . 5 €9 = . 5 ey €Ep = .
: : 0
0 0 1

forment une base de R™, appelée la base standard de R™.

Exemple 6.42. Soient v = (%), Vg = (%) et vg = (%) Montrons que l'ensemble S = {vy,v2,v3}

est une base de R3. Montrons d’abord que S engendre R3. Soit a = (g%) un vecteur quelconque de
R3. On cherche A1, Az, A3 € R tels que

a = )\17}1 + AQ'UQ —+ )\31)3.

Ceci se reformule comme suit :

ai 1 2 3
as = )\1 21+ )\2 9] + )\3 3
as 1 0 4

A1+ 2X + 33
= | 2M\1 + 922 + 33

A1 +4A3
Ceci conduit au systéme suivant :
)\1 + 2A2 + 3A3 == aq
2M\1 4+ 9 + 3A3 = a9
A1 + 4X3 = as.

Il reste & montrer que ce systéme a une solution Aj, A2, A3. Pour montrer que S est linéairement
indépendant, il faut montrer que I'unique solution de

)\1’01 + AQ'UQ + )\31)3 = O

est
A =X =X3=0.

Ceci conduit & montrer que le systéme

A+ 2X 4+ 33 = 0
2\1 4+ 9% + 3X3 = 0
A b o4y = 0

a une unique solution

A =X=A3=0.

Remarquons que les deux systémes ont la méme matrice de coefficients. On peut donc montrer
simultanément que S engendre R? et que S est linéairement indépendant en montrant que la matrice
des coefficients est inversible. Cette matrice est

1 2 3
A=12 9 3
1 0 4

et son déterminant vaut det(A) = —1. Donc S est une base de R3.

Remarque 6.43. L’exemple précédent se généralise de la fagon suivante : pour montrer que n
vecteurs de R™ forment une base de R", il suffit de montrer la chose suivante : la matrice A constituée
des composantes de ces vecteurs (chaque vecteur formant une colonne de A) est de déterminant non
nul.
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Exemple 6.44. Base standard de P, : la famille S = {1,x,...,2"} est une base de P,, appelée base
standard de P,,. En effet, nous avons déja vu que £(S) = P, et que S est linéairement indépendant.

Exemple 6.45. Base standard de M. On note My 'ensemble des matrices 2 x 2. Nous avons vu
que Mso est un espace vectoriel. Soient

10 0 1
wo-(oa) w-(0a)
00 0 0
w-(10) m-(Y)

L’ensemble S = { M7, Ma, M3, My} est une base de l'espace vectoriel May, appelée base standard de
MQQ.

e Montrons d’abord que £(S) = Mas. Soit < Ccl

(¢4)

Z > un élément quelconque de Mso. On a

(50)+(00)+(20)+(0a
“(o0) oo ) eV o) el

= aM1 —+ bMQ + CM3 —+ dM4

o 2

ce qui montre que L£(S) = Mas.
e Montrons maintenant que S est linéairement indépendant. Pour cela, supposons que Ay M; +
Ao Mo + A3Ms + AyMy = 0. Ceci implique

0 0 10 0 1 0 0 0 0
(5 0) =2 (o 0)oe (@ 0) (Y 6)x (3 7)
(M0 0 A 0 0 0 0
(v o) v )+ (0 0) (0 %)
Y APSIpY
RPNV
ce qui implique A\; = As = A3 = Ay = 0. Donc S est linéairement indépendant.

Définition 6.46. Soit V' un espace vectoriel non nul. On dit que V est de dimension finie s’il existe
un ensemble fini S de V' qui est une base de V. S’il n’existe aucun tel ensemble, alors on dit que V'
est de dimension infinie.

Exemple 6.47. Les espaces vectoriels R, My, P,, sont de dimension finie alors que C*°(R), C*(R),
C(R) sont de dimension infinie.

Théoréme 6.48. Soit V' un espace vectoriel de dimension finie, et soit S = {v1,...,v,} une base
de V. Alors

(1) Tout sous-ensemble de V' ayant plus de n éléments est linéairement dépendant.

(2) Aucun sous-ensemble de V' ayant moins de n éléments n’engendre V.

Démonstration. (1) Soit S = {w1,...,wn,} avec wi,...,w, € V et m > n. Montrons que S’ est
linéairement dépendant. Comme S = {v1, v, ...,v,} est une base de V, on a

wp = 41101 + 02102 + -+ GriUn

Wy = Q1201 + G2V2 + -+ + Ap2Up

Wy = Q1mVU1 T G2mV2 + -+ GpmUn
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Pour montrer que S’ est linéairement dépendant, on doit trouver des scalaires Aq, Aa, ..., \,, non
tous nuls tels que Ajwy + Asws + - -+ + A w,, = 0. On peut reécrire cette équation comme suit

(Ara11 + Aparo + - + Ap@im)v1 +
+  (Arazr + Agage + -+ Ao )v2 +
+ (/\101711 + )\2an2 + -+ )\manm)vn =0.
Par 'indépendance linéaire de S, on obtient

a1 A+ ada + - F aim Ay =0
a1 A1 + a2z + - + azm Ay =0

anlAl + anQ)\2 +-+ anm)\m =0.

C’ est un systéme homogéne qui a plus d’inconnues que d’équations. Il a donc des solutions non

triviales A1, ..., A\p € R telles que Adjwy + - - - 4+ Apw,y, = 0 ce qui montre que S’ = {wy,...,wy,} est
linéairement dépendant.
La démonstration de (2) est similaire. O

Corollaire 6.49. Toutes les bases d’un espace vectoriel de dimension finie ont le méme nombre
d’éléments.

Définition 6.50 (Dimension d’un espace vectoriel). La dimension d’un espace vectoriel de dimension
finie V', notée dim(V'), est par définition le nombre d’éléments d’une base de V. L’espace vectoriel
V = {0} est de dimension 0.
Exemple 6.51. Par les exemples qui précédent, on a

1. dim(R"™) = n (Exemple 6.41);

2. dim(P,,) =n + 1 (Exemple 6.44) ;

3. dim(Ms) =4 (Exemple 6.45);

4. Plus généralement, si M,,,, est espace vectoriel des matrices m x n, on a dim(M,,,) = mn.
En effet, I’ensemble

1 0 0 0 1 0 0
M, = 0 : My = 0
0 0 0 0
0 ... 0
0 0 1 1
My = | : : Mnt1=1 0
0 0
0 ... 0
0 0
an:
: 0
0 1

est une base de M,,,, et posséde mn éléments.



6.5. BASES ET DIMENSION 93

Exemple 6.52. On a vu la base standard {1,z,...,2"} des polynomes de degré au plus n. Voici
une autre base, souvent commode pour les calculs : on fixe des nombres Ag, A1, ..., A, distincts, et
on considére la base

{(z = Xo)(x— A1) ... (x — A1),
(z=Xo)(x =) ... (x = Ap2)(x— A\p), .. -,
(x—=X0). - (x=X) ... (= Nig2) .. (T — An), -,
(=)@ —=A2)...(x — )}

ou a chaque fois on prend tous les facteurs (x — \;) sauf un.
Cette base est trés utile parce que le i-iéme vecteur s’annulle en tous les A; pour j # 1.

Exemple 6.53. Nous avons vu que l'ensemble des solutions d’un systéme d’équations linéaires
homogeéne est un espace vectoriel.

On considére le systéme

2r1 + 2z — 3 + x5 = 0
—x1 — X2 + 2x3 — 34 + x5 = 0
I + T2 - 21’3 — X5 = 0
xz3 + x4 + x5 = 0.
On vérifie que la solution générale de ce systéme est
r1=—8—1t x9=58 wx3=—-t x4=0 x5=1¢.
Donc les vecteurs solution s’écrivent sous la forme
A —s—1 —S —t -1 -1
T2 s s 0 1 0
T3 = —t = 0 + —t =35 0 +t] —1
Ty 0 0 0 0 0
s t 0 t 0 1
Ceci montre que les vecteurs
-1 -1
1 0
v = 0 et vy = -1
0 0
0 1

engendrent ’espace des solutions du systéme. D’autre part, on vérifie que v; et vo sont linéairement
indépendants. Donc {v1,v2} est une base de l'espace des solutions du systéme. Ceci montre que cet
espace vectoriel est de dimension 2.

Théoréme 6.54. Soit V un espace vectoriel et S un sous-ensemble fini et non vide de V. Alors

(a) si S est linéairement indépendant et si v & L(S), alors S U {v} est encore linéairement indé-
pendant ;

(b) siv e S est une combinaison linéaire d’autres vecteurs de S, alors

L(S\{v}) = L(5)
ot S\{v} désigne l’ensemble obtenu en retirant v de S.

Théoréme 6.55. Soit V' un espace vectoriel de dimension n. Soit S un sous-ensemble de V' conte-
nant exactement n vecteurs. Alors les affirmations suivantes sont équivalentes :
(1) S est une base de V' ;

(2) S engendre V ;
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(8) S est linéairement indépendant.

Démonstration. 11 est clair que (1) implique (2) et (3). Montrons que (2) implique (1). Pour cela, il
suffit de montrer que (2) implique (3). Autrement dit, il suffit de montrer que que si V' = L(S) alors
S est linéairement indépendant. On le montre par 'absurde. Supposons S linéairement dépendant.
Alors il existe v € S qui est une combinaison linéaire des autres vecteurs de S. Par le théoréme
précédent, ceci implique que

L(S\{v}) = £(S) = V.

Mais S\{v} contient seulement n — 1 vecteurs, ce qui contredit I'hypothése dim(V') = n.

Montrons que (3) implique (1). Il suffit de montrer que (3) implique (2). Autrement dit, il suffit
de montrer que si S est linéairement indépendant, alors S engendre V. Supposons que ce ne soit pas
le cas. Alors il existe v € V tel que v & L(S). Par le théoréme précédent, ceci implique que SU{v} est
linéairement indépendant. Mais SU{v} contient n+1 vecteurs ce qui contredit & nouveau ’hypothése
sur la dimension de V. O

Théoréme 6.56. Soit V' un espace vectoriel de dimension finie et soit S un sous-ensemble fini de
V.

(a) Si S engendre V', alors on peut rétrécir S en une base de V' : il existe vy,...,v, € S tels que
S\{v1,...,v.} soit une base de V.

(b) Si S est linéairement indépendant, alors on peut compléter S en une base de V : il existe
wy,...,wg €V tels que SU{wr, ..., wg} soit une base de V.

Démonstration. Pour (a), on procéde par récurrence sur dim V' — #S. Supposons que S ne soit pas
linéairement indépendant (sinon on a déja gagné). On a alors une combinaison linéaire cyuq + - -+ +
cpy, = 0 avec des u; € S, et au moins un des ¢;, disons ¢, non nul. On pose alors v; = uy et
S’ = S\ {v1}. Par le théoréme 6.54(a), S’ engendre aussi V et est plus petit; on peut donc, par
récurrence, enlever vs,...,v, & S’ pour obtenir une base de V ; et donc enlever v1,...,v, & S pour
obtenir une base de V.

Pour (b), on procéde par récurrence sur #S — dim V. Supposons que S n’engendre pas V. Soit
wy € V\ L(S), et ' = SU{wi}. Alors, par le théoréme 6.54(b), S’ est toujours linéairement
indépendant, mais plus grand, donc par récurrence peut se compléter en une base S’ U {ws, ..., wg}
de V. Ainsi SU {wy,...,w} est une base de V. O

Théoréme 6.57. Soit V' un espace vectoriel de dimension finie, et soit W un sous-espace vectoriel
de V. Alors
dim(W) < dim(V).

De plus, si dim(W) = dim(V), alors W =V.

6.6 Espace des lignes et colonnes d’une matrice

Définition 6.58. Soit A une matrice de taille m x n,

ail ai12 e A1n
a1 a22 <. Q2np
A =
am1 Am?2 e Amn
Les vecteurs de R™
th=(an an ain ),
by = ( az1 Q22 QA2n )7



6.6. ESPACE DES LIGNES ET COLONNES D’UNE MATRICE 95

sont appelés vecteurs ligne de A, et les vecteurs de R™

aii ai2 A1n

azi a2 a2n
C1 = . ) Co = . ) ) Cn =

am1 Am?2 Amn

sont appelés vecteurs colonne de A.

Définition 6.59. Soit A une matrice de taille m X n. Le sous-espace de R™ engendré par les vecteurs
ligne de A est appelé espace des lignes de A, et le sous-espace de R engendré par les vecteurs colonne
de A est appelé espace des colonnes de A.

Ainsi la dimension de I'espace des lignes de A est le nombre de lignes linéairement indépendantes
de A; la dimension de l’espace des colonnes est le nombre de colonnes linéairement indépendantes
de A. On verra bientét que ces dimensions sont égales.

Définition 6.60 (Noyau (ou Nilespace) d’une matrice). L’espace des solutions du systéme d’équa-
tions homogéne
Axr =0

est appelé noyau de A, ou nilespace de A. Le noyau (nilespace) de A est un sous-espace vectoriel de
R™. 11 est noté Ker(A).

Théoréme 6.61. Soit A une matrice m x n. Alors
. L’espace des colonnes de A est R™ si et seulement si fa est surjective ;

. Le noyau ker(A) = 0 si et seulement si fa est injective ;

1
2
3. Az = b admet une solution si et seulement si b appartient d l’espace des colonnes de A ;
4. L’espace des lignes de A est Uespace des colonnes de AT ;

5

. Soit xg un vecteur solution du systéme Ax = b, et soit {vi,va,...,vx} une base du noyau de
A. Alors l’ensemble des solutions du systéeme Ax = b est

{zo+c1v1 + -+ cpvg : ¢; € R}

Démonstration. 1. L’espace des colonnes est 'image de I'application f4. Ainsi l’espace des co-
lonnes est R™ si et seulement si I'image de fa est R™, c’est-a-dire si et seulement si f4 est
surjective.

2. Le noyau de A est ’ensemble des z € R™ tels que Az = 0. Ainsi le noyau de A est 0 si et
seulement si Az = 0 n’admet que x = 0 comme solution, ce qui veut dire que A est injective.

3. Ax = b admet une solution si et seulement si b est dans 'image de fa, qui est I'espace des
colonnes de A.

4. C’est évident.
5. On calcule d’abord

A(zg+ v + -+ epvg) = Azg+ 1 Avy + -+ cpAvg =b+0+---+ 0=,

ce qui montre que xg + c1v; + - - - + cxUE est une solution quels que soient c1, ..., ck.
Ensuite, soit x; une autre solution & Az = b. On a alors A(x; — 29) = b — b = 0, donc
21 — g € ker(A). On peut donc écrire 1 — xg = ¢1v1 + - - - + c,vg dans la base de ker(A). On
a donc x1 = xg + c1v1 + - - - + cpv pour certains cq,...,cr € R.

O

Théoréme 6.62. Les opérations élémentaires sur les lignes ne changent pas le noyau de la matrice.

Démonstration. Soit A une matrice. Le noyau de A est par définition 'espace vectoriel des solutions
du systéme Ax = 0. Nous avons vu que les opérations élémentaires sur A ne changent pas les
solutions du systéme Az = 0. Ceci implique que les opérations élémentaires ne changent pas le
noyau de A. O
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Théoréme 6.63. Les opérations élémentaires sur les lignes ne changent pas l'espace des lignes de
la matrice.

Démonstration. Soit A une matrice, et soient f1,...,{,, ses vecteurs ligne. Soit B une matrice
obtenue A partir de A par une opération élémentaire sur les lignes. Si 'opération consiste & permuter
deux lignes de A, alors B a les mémes lignes que A, donc I’espace des lignes est le méme. Si ’'opération
consiste a multiplier une ligne de A par un scalaire non nul, ou a ajouter un multiple d’une ligne &
une autre, alors les lignes de B sont des combinaisons linéaires de 41, . .., £,,. Donc ’espace des lignes
de B est contenu dans l’espace des lignes de A. Comme les opérations élémentaires sont réversibles,
on voit que l'espace des lignes de A est contenu dans ’espace des lignes de B. Donc ces deux espaces
vectoriels sont égaux. O

Théoréme 6.64. Soit A une matrice. Alors les lignes non nulles de la matrice échelonnée réduite
forment une base de l’espace des lignes de A.

Démonstration. La matrice échelonnée réduite a autant de 1 directeurs que de lignes non nulles.
Les 1 directeurs sont dans des colonnes différentes. Donc les vecteurs ligne non nuls de la matrice
échelonnée réduite sont linéairement indépendants. Comme ils engendrent également ’espace des
lignes, ils forment une base de cet espace. O

Exemple 6.65.

110 0 10
0 01 010
A= 0 001O0O0
0 000 O0FO

est une matrice échelonnée réduite. Les lignes non nulles de A sont
{1 =(110010), ¥¢2=(001010) et ¥¢3=(000100).
Elles sont linéairement indépendantes. En effet, soient A1, Ao, A3 € R tels que
Al + Aoly + A3ls = 0.

Alors on a
A1(110010)+ X2(001010) 4+ A3(000100) =(000000).

Donc )\1 = )\2 = Ag =0.

Application. Nous donnons la méthode pour extraire une base d’une famille de vecteurs.
Soient

P 1 1
N | -10 [
=g |0 YT a0 P 23
19 —69 76

Nous voulons extraire une base de cette famille de vecteurs. Nous écrivons ces trois vecteurs en ligne
dans une matrice 3 x 4. On obtient

2 3 8 19
A= -1 -10 —-21 -69
1 11 23 76

Par le théoréme 6.64, les lignes non nulles de la matrice échelonnée réduite forment une base de
I’espace des lignes de la matrice A. Il suffit donc d’echelonner A et de la réduire pour trouver une

base.
2 3 8 19

-1 =10 -21 —69
1 11 23 76

by — 205 + 14
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2 3 8 19
0 —-17 -34 -119
1 11 23 76
l3 — 205 — £y
2 3 8 19
0 —-17 =34 -119
0 19 38 133
63 i 1763 + 1962
2 3 8 19
0 —-17 -34 -119
0 0 0 0
€2 — 7%762
2 3 8 19
01 2 7
0 00 O
61 — 61 — 362
2 0 2 =2
01 2 7
0 00 O
by — %51
1 01 -1
01 2 7
0 0 O
Une base de I'espace engendré par les vecteurs x, y et z est
1 0
0 1
1 ’ 2
-1 7

En fait, on peut également prendre comme vecteurs de base les lignes non nulles de la matrice
échelonnée (non nécessairement réduite).

Théoréme 6.66. Soit A une matrice de taille m x n. Alors la dimension de l’espace des lignes de
A est égale a la dimension de l’espace des colonnes de A. Cette dimension est appelée le rang de la
matrice A et est notée rg(A).

Démonstration. Soit

ail QA1n
A— .
Qm1 -+  Qmn
Soient f1,...,0, les lignes de A et c¢q,...,c, les colonnes de A. Supposons que la dimension de
lespace des lignes de A soit k, et soit {b1,...,br} une base de cet espace. On peut donc écrire

chaque ligne comme combinaison linéaire des vecteurs de cette base :

lr = b+ -4 Arbg

Em = /\mlbl + +)\mkbk:
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Ceci donne le systéme

arj = Aubiy+ -+ Agby;
azj = Aarbaj + -+ Aogby;
amj = Amibij+ -+ Apkby;
avec
bj = (bjl .. b]n) .
On a donc
/\11 )\lk
A21 Agp
Cj:blj : +"'+bkj :
>\m1 A7n1€

Ainsi I'espace des colonnes de A est engendré par k vecteurs. La dimension de cet espace est donc
au plus égale & k. Ce raisonnement est valable pour n’importe quelle matrice et en particulier pour
la transposée de A. Or, les colonnes de AT sont les lignes de A, et les lignes de A” sont les colonnes
de A. Gréce au raisonnement précédent appliquée & AT, on voit que la dimension de I’espace des
lignes de A est au plus égale a la dimension de 1’espace des colonnes de A. Ces deux dimensions sont
donc égales. O

Définition 6.67. Soit A une matrice. La nullité de A est par définition la dimension du noyau de
A, et est noté null(A).

Théoréme 6.68 (Théoréme du rang). Soit A une matrice & n colonnes. Alors
rg(A) + null(A4) = n.
Démonstration. Le systéme linéaire homogéne
Axr =0

a n variables. Donc la somme du nombre des variables directrices et du nombre des variables libres est
n. Or, le nombre de variables directrices est égal au nombre de 1 directeurs dans la forme échelonnée
réduite de A. Ce nombre est égal au rang de (A). D’autre part, le nombre de variables libres est
égal au nombre de paramétres de la solution générale du systéme, ce qui est égal a la dimension de
I’espace des solutions du systéme, qui est par définition égal a la nullité de A. On a donc bien

rg(A) + null(A4) = n.

O

Théoréme 6.69. Soit A une matrice de taille n xn. Alors les affirmations suivantes sont équivalen-
tes :

(1) A est inversible

(2) rg(4) =n
(3) null(A) = 0.

Démonstration. Nous avons vu que A est inversible si et seulement si sa forme échelonnée réduite
est la matrice identité I,,. Ceci se passe si et seulement si toutes les variables sont directrices. Mais le
nombre de variables directrices est égal au rang de A. On a donc (1) < (2). L’équivalence (2) < (3)
résulte du théoréme précédent. O
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6.7 Changements de bases
Soit V' un espace vectoriel, et soit
B ={v1,v9,...,0,}
une base de V. Nous avons vu que tout v € V s’écrit de fagon unique
V= A\v1 + Aavg + -+ AU
avec A1, Aa,..., A\, € R. Les Aq,..., A\, sont appelés les coordonnées de v dans la base B, et on note

A1
A2
(W= .
)\TL
6.7.1 Changement de bases en 2 dimensions

Soient
B={uj,uz} et B ={ul, uy}

deux bases du méme espace vectoriel. Supposons que

et

autrement dit que

uy = aup + bug

cuy + dus.

(v)pr = ( i; ) )

v = A\u) + Aaub .

<
)
I

Soit v € V tel que

c’est-a-dire que

Nous aimerions trouver les coordonnées de v par rapport a la base B. On a

v = Ar(auy + bug) + Ao (cuy + dug)
= ()\10, + )\QC)Ul + (/\1b -+ )\Qd)UQ

o= (Niihia )
o= (5 0) (%)
-
Paw =7 5

est la matrice de changement de bases (ou de passage de bases) de B’ & B.

On a donc

Cecl peut également s’écrire
p

o Q
ISUNS

~__
—

=

@

La matrice
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6.7.2 Dimension quelconque
Soit V' un espace vectoriel de dimension n, et soient
B =A{uy,...,un} et B ={u},...,u,}
deux bases de V. Alors
(v)B=Ppp - (v)p

ot Pp p/ est la matrice dont les colonnes sont les coordonnées de uj,...,u,, par rapport a la base
B ; autrement dit,
Ppp=((W)p (uy)p ... (u)p ).

On appelle Pg g la matrice de changement de base (ou de passage de base) de B’ a B.

Exemple 6.70. Soient B = {uj,us} et B’ = {u},u)} deux bases de R?, avec

u = (p), uz = (9);
v = (1), u, = (1)-
On a
up = uj+usg
uh = 2uy+ug.
Donc

o= (7 ) o= (

La matrice de changement de base de B’ & B est ainsi

1 2
PB,B’—(l 1)

Théoréme 6.71. Soit V un espace vectoriel de dimension finie, et soient B et B’ deuz bases de V.
Soit Pg g la matrice de changement de base de B' & B. Alors Pp p est inversible et la matrice de
changement de base de B a B’ est PB_}B,.

1)

Démonstration. Soit Pp/ p la matrice de changement de base de B a B’. Montrons que

PppPp p=1.

Soit B = {uy,us,...,u,}, et supposons que
C11 C12 e Cin
C21 C29 e Con
Pp p' Pp g =
Cnl Cp2 e Cnn

Nous avons
(z)p = Pp,p (v)p
et
() = Pp B(7)B
pour tout z € V. On a donc
() = Pp,p'Pp B(2)B.
Pour x = uq, on obtient

1 C11 C12 PN Cin 1
0 Co1 Co22 e Con 0

0 Cnl Cn2 --- Cpn 0
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d’ou
1 C11
0 C21
0 Cnl
Le méme raisonnement avec x = uo, ..., u, nous donne
C12 0 Cin 0
C22 1 Can 0
== 900y ==
Cn2 0 Cnn 1

Ceci montre que
PppPp p=1.

O

Théoréme 6.72. Soit V un espace vectoriel de dimension n et soient B, B', B"” trois bases de V.
Alors

Pp g Pp g = Pp pr.
Démonstration. Soit x € V. On a
(x)p = Pp.p(z)p
et
(z)p = Ppr pr(x)pr
d’ou
() = P, Pp g (x)pr.

Ainsi, la matrice de changement de base de B” & B est Pg g/ Pps p. Autrement dit,

PB,B” = PB,B’ PB/’BN,
O

Application. Soit V un espace vectoriel de dimension n. Soient B’ et B” deux bases de V et C
une autre base de V. Si on connaét les coordonnées des vecteurs de B et de B’ dans C, on peut
calculer la matrice Pp g/ de la maniére suivante : Ecrivons ( Pcp : Pop ) Comme Pc p est
inversible (son inverse est Pp ¢), elle est équivalente par lignes a I,,. On obtient donc, par la méthode
de Gauss, que

(I, : (Pes) ! Pop )

In . (PB,C) PC,B/
N——— .
PB,B/

La matrice C' désigne souvent la matrice canonique. Dans ce cas, si on connaét les coordonnées de
B et B’ dans la base canonique, on calcule directement la matrice de passage de B’ A B.

ou, autrement dit

Exemple 6.73. Soit V = R3 et C sa base canonique. Définissons

1 0 3
B= 11,1 -1, 2
0 0 -1
1 0 0
B = -1 1, 11, 0
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On a alors
1 0 3 1 0 0
Pc.p = 1 -1 2 et Pop = -1 1 0
0o 0 -1 0 0 -1

On applique maintenant la méthode de Gauss pour calculer P }5, et donc Pp g = P, }BPC, B

r 0 3 : 1 0 0
1 -1 2 : -1 1 0
o 0 -1 : 0 0 -1
by — Uy — 1
10 3 : 1 0
0O -1 -1 : -2 1 0
o 0 -1 : 0 0 -1
0 — b + 30
by — —ly + {3
63 e —63
1.0 0 1 0 -3
01 0 2 -1 -1
0 0 1 0 0 1
D’ou :
1 0 -3
Pgp=|2 -1 -1

0 O 1



Chapitre 7

Produits scalaires généralisés

7.1 Définition et premiéres propriétés

Définition 7.1. Soit V' un espace vectoriel. Alors un produit scalaire généralisé sur V est par
définition une application

<,>:VxV-—5R

(u,v) —»< u,v >

ayant les propriétés

(1) <u,v>=<v,u> symeétrie

(2) <u4v,w>=<u,w>+<v,w> additivité
(3) <Au,v>=A<u,v> homogénéité
4) <v,v>>0 positivité
(5) <v,u>=0<=v=0.

pour tout u,v,w € V et A € R.

Exemple 7.2. Produit scalaire euclidien sur R™. Dans cet exemple, on a
V=R"

et
<U,v>=uev

le produit scalaire euclidien (produit scalaire habituel) de R™. Nous avons déja vu que les propriétés
(1) - (5) sont vérifiees dans cet exemple.

Exemple 7.3. Soient u = (1) et v = (3}) deux vecteurs de R2. Posons
< u,v >= 3u1v1 + 2ugvs.

Alors <, > est un produit scalaire généralisé sur R?. Vérifions les propriétés (1) - (5) :
(1) On a

<u,v> = 3uivi + 2uqvs
= 3'01’&1 + 2U2u2

= <v,u>.
(2) Soit w = (3?1). Alors

<u4v,w> = 3(ur+v1)wy + 2(ug + va)ws
(Buywy + 2usws) + (3viwy + 2vews)
<u,w >+ <v,w>.

103
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< Au,v > = 3(Aup)vy + 2(Aug)vg
= ABuivy + 2uqv9)
= A<u,v>.
(4)
<v,v> = 3uvv1 + 2009

= 3vl+202>0.

<v,v> = 304205 =0
U1=0 ’02:0
<~ v=0.

Définition 7.4. Soit V un espace vectoriel muni d’un produit scalaire généralisé <,>. Alors on
définit la norme (ou longueur) d’un vecteur v € V par la formule

|vl=+V<wv,v>
La distance entre u,v € V' est méme par définition

du,v) =||lu—wvl| .

Exemple 7.5. Norme et distance dans R™. Lorsque V = R"” et <, > est le produit scalaire habituel
< u,v >= u e v, on retrouve les notions habituelles de norme et de distance dans R".

Exemple 7.6. Soit V = R2. On obtient des notions de norme et de distance différentes selon le
produit scalaire généralisé choisi. Soient u = ({) et v = (9). Si I'on choisit le produit scalaire

habituel sur R2, on a
lull=yui+ui=vit0=1

d(u,v) =l u—v =] (4) |

—VET (IR =VE

Si ’on choisit le produit scalaire généralisé < u,v >= 3uiv; + 2usvs on obtient
|w] =+v<u,u>

= 1\/3u? + 2u3

=V3+0=V3.

et

et

d(u,v) =l u—vll= /< (1).(4) >=V3T2=V5.

Définition 7.7 (Cercle unité (ou sphére unité)). Soit V un espace vectoriel muni d’un produit
scalaire généralisé <, >. Alors le cercle unité, ou sphére unité de V est par définition I'ensemble des
u €V tels que

lul=1.

Ce sont les éléments de V dont la distance a 'origine est égale a 1.



7.1. DEFINITION ET PREMIERES PROPRIETES 105

Exemple 7.8. Soit V = R? et <,> le produit scalaire habituel. Soit u = (). Alors
lull= Va4 g2
et ’équation du cercle unité est alors \/m =1ou
2 +y? =1
Exemple 7.9. Soit V = R? muni du produit scalaire généralisé
< u,v >= 3u1v1 + 2ugvs.

Soit w = (x,y). Alors

| w = /322 + 2y?

322+ 2% =1

ce qui donne /322 +2y2 =1 ou

comme équation pour le cercle unité.
Le graphe de cette équation est une ellipse.

Définition 7.10. Soit A une matrice de taille n x n inversible. Le produit scalaire généralisé associé
a A est, par définition, le produit scalaire sur R™ qui a u,v € R™ associe

Aue Av
(le produit scalaire habituel de Au et de Av).
Soient u,v € R™ représentés comme vecteurs colonne. Nous avons vu que
Au e Av = (Av)T Au
et ceci conduit & une nouvelle formulation de ce produit scalaire généralisé :
<u,v >=vT AT Au.

Notons que lorsque A = I, on obtient le produit scalaire habituel < u,v >=u e v.

Exemple 7.11. Soit
(VB o
A= ( 0 V2 )

Alors le produit scalaire généralisé associé a A est

cuvs = (0 5V (OF &) (%)

e (30)()

= 3u1vy + 2ugvs.

On retrouve ainsi le produit scalaire de 'exemple 7.3.

Théoréme 7.12. Soit V' un espace vectoriel muni d’un produit scalaire généralisé <, >. Alors, pour
tout u,v,w € V et tout A € R, on a

(a) <0,v>=<v,0>=0
(b) <u, v>=X<u,v>
(c) <u,v+w>=<u,v>+ <uw>.

Démonstration. Ceci découle immédiatement des propriétés du produit scalaire :
(a) <0,v>=0<0,v>=0et <v,0>=<0,v>=0.
(b) <u, v >=<Av,u>= A< v,u>=\<u,v>.
(¢) <w,v+w>=<v4+w,u>=<v,u>+<w,u>=<u,v>+<uw>.
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7.2 Angles et orthogonalité

Théoréme 7.13 (Inégalité de Cauchy-Schwarz). Soit V' un espace vectoriel muni d’un produit
scalaire généralisé <, >. Soient u,v € V. Alors on a

| <w,o>|<[ul -|v].
Démonstration. Siu =0, alors on a
<u,v>=|ul=0

donc l'affirmation est vraie. Supposons que u # 0, et posons

a = <u,u>
b = 2<u,v>
c = <v,v>.

On a, pour tout t € R,
O<<tutvtutv>=<uu>t>+2<uv>tt<v,v>=at’ +bt+c

Donc
at> +bt+¢>0

pour tout ¢t € R. Ceci implique que le polynéme quadratique
aX?+bX +¢

a soit une racine double, soit aucune racine réelle.
Son discriminant est donc négatif ou nul : b — 4ac < 0. Remplacant a par < u,u >, b par
2 < wu,v > et ¢ par < v,v >, on obtient

4<u,v>2—4<u7u><v,v>§ 0

ce qui implique
<u,v >2§<u,u>-<v,v>

donc

| <u,0>| < V/<u,u><v,o>=|ul - |v].
O

Théoréme 7.14. Soit V un espace vectoriel muni d’un produit scalaire généralisé <,>. Alors on
a, pour tout u,v € V et pour tout A € R

(a) [[u][=0

) |u]]=0 <= u=0

(c) I Aull=1A1 [[u

@) lu+v||<|ul+]|v] mégalité du triangle

Démonstration. La démonstration est la méme que dans le cas du produit scalaire habituel. O

Corollaire 7.15. Soit V' un espace vectoriel muni d’un produit scalaire généralisé. Alors, pour tout
u,v,w €V et tout A € R, on a

(a) d(u,v) >

(b) d(u,v) = = u=v

(¢c) d(u,v) = ( u)

(d) d(u,v) < d(u,w) + d(w,v) inégalité du triangle

Démonstration. Ceci est une conséquence immédiate des définitions et du théoréme précédent. [
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7.2.1 Angle formé par deux vecteurs

Soit V' un espace vectoriel muni d’un produit scalaire généralisé <, >. Soient u,v € V. Alors par
I'inégalité de Cauchy-Schwarz, on a si u # 0 et v # 0

2
( <u,v > ) <1
[l v

donc

Il existe donc un unique angle 6, avec 0 < 0 < 7, tel que

<u,v >

cosf = ————,
ol vl

On appelle 0 I'angle formé par les vecteurs u et v. Remarquons que dans le cas du produit scalaire
habituel de R™, on retrouve la notion habituelle d’angle entre deux vecteurs.

Définition 7.16. Soit V un espace vectoriel muni d’un produit scalaire généralisé <,>. Soient
u,v € V. On dit que u et v sont orthogonaux si et seulement si

polynme < u,v >=0.

Exemple 7.17. Soit P, ’espace vectoriel des fonctions polynomiales de degré au plus 2. On définit
un produit scalaire généralisé sur P, en posant

<p,q >=/ p(x)q(z)dz

-1

pour tout p,q € Ps. Les axiomes de produit scalaire généralisé sont faciles a vérifier. On a par
exemple la positivité : pour tout p € Ps, on a

1
<p,p >=/ p(z)dz > 0.

—1

Soient
et

alors p et g sont orthogonaux. En effet

1 1
<p,g> = /x~x2dm:/ z3dx
-1 -1

= 0.

Théoréme 7.18 (Théoréme de Pythagore généralisé). Soit V' un espace vectoriel muni d’un produit
scalaire généralisé. Soient u,v € V, et supposons que u et v soient orthogonaux. Alors

luto P=lwl*+ v
Démonstration. Comme u et v sont orthogonaux, on a
<u,v>=0.
Donc

lud+v|*> = <utv,utv>
Full®+ 1o * +2 <w,v>
Fu P+ 1o )
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Exemple 7.19. Soit Py I'espace vectoriel des fonctions polynomiales de degré au plus 2, muni du
produit scalaire généralisé défini dans I’exemple 7.17.
Soient p(x) = z et ¢(x) = z%. Nous avons vu que p et ¢ sont orthogonaux. Calculons || p |2, ||

q|? etp+ql?*

1 2 1 2
I p I2=< p.p >=/ Py = lql2=< g,q >=/ e =2
. 3 ) 5
1 1
16
lp+ql*P=<p+q¢p+q >:/ (x+x2)(x+m2)dx:/ (x4+2x3+x2)dm:1—5
—1 —1

On a bien
IpIP+1lalP=lp+al?

Définition 7.20. Soit V' un espace vectoriel muni d’un produit scalaire généralisé, et soit W un
sous-espace vectoriel de V. On dit que u € V est orthogonal & W si u est orthogonal & tout élément
de W. L’ensemble des u € V' qui sont orthogonaux & W est appelé le complément orthogonal de W.
11 est noté W+,

Théoréme 7.21. Soit V un espace vectoriel muni d’un produit scalaire généralisé, et soit W un
sous-espace vectoriel de V. Alors on a

(a) W+ est un sous-espace vectoriel de V.
(b)) WNnWw+ ={0}.

Y

Figure 9.1 : V = R? < U,V >=UueV

Démonstration. (a) On a < 0,w >= 0 pour tout w € W, donc 0 € W=. Montrons que W+ est
fermé par addition et par multiplication par les scalaires. Soient

u,v e Wt.

Alors
<u,w >=<v,w>=0

pour tout w € W. On a donc

<u+v,w>=<u,w>+<v,w>=04+0=0
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pour tout w € W ce qui montre que
u+veWt,

De méme, si A € R, alors

<A, w>=A<u,w>=0

pour tout w € W et donc Au € W+.
(b) Soit v € W N W+ . Alors

et donc

Théoréme 7.22. Soit A une matrice de taille m x n. Alors

(a) Par rapport au produit scalaire habituel de R™, le complément orthogonal de ’espace des lignes
de A est le nilespace (noyau) de A.

(b) Par rapport au produit scalaire habituel de R™, le complément orthogonal de l’espace des co-
lonnes de A est le nilespace de AT.

Démonstration. (a) Soit W D'espace des lignes de A. Soit v € W= . Soient /1, ..., ¢, les vecteurs
ligne de A. Alors
liev=Vyev=---=/,00=0.

Or, nous avons vu que le systéme linéaire

Ar =0
peut étre exprimé par
{y e x 0
62 e I 0
by o x 0
Comme (1 ev =/l 0v =--- =/, ev = 0, le vecteur v est une solution de ce systéme. Par

définition, ceci implique que v est dans le nilespace de A.
Réciproquement, supposons que v est dans le nilespace de A, autrement dit

Av=0.
Alors on a
lfev=Flyev ==/, ,00=0.
Soit w € W. Alors w est combinaison linéaire de ¢1,0s, ..., ¢, ., c’est-a-dire que l'on a
w:)\1£1+)\2€2++)\m€m
avec A1, Az, ..., Ay, € R. On a donc
wev = (Ml +Alo+- 4+ Apl) o0
= M{lrev)+X(laev)+ -+ Ny (b, 00)
=0

Donc v € W+ . Ceci démontre la partie (a) du théoréme.

(b) On applique (a) & la matrice A7 : en effet, ’'espace des colonnes de A est égal & 1'espace des
lignes de AT
O
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7.3 Bases orthogonales et méthode de Gram-Schmidt
Définition 7.23. Soit V' un espace vectoriel muni d’un produit scalaire généralisé . Soit
S = {’Ul,...,vn}

un sous-ensemble de V. On dit que S est un ensemble orthogonal si v; est orthogonal & v; pour tout
i # 7. On dit que S est un ensemble orthonormé si S est orthogonal et si

[ oi [[=1

pour tout ¢ = 1,...,n. Un ensemble orthogonal qui est une base est appelé une base orthogonale ;
un ensemble orthonormé qui est une base est appelé une base orthonormée.

Théoréme 7.24. Soit V un espace vectoriel muni d’un produit scalaire généralisé <,>, et soit
S ={v1,...,v,} une base orthonormée de V. Soit u € V. Alors

U=<u,v1 >v+- -+ < UV, > Up.
Démonstration. Comme S est une base, il existe Aq,..., A, € R tels que
u:)\1’01+"'+>\n1}n.

On a
< UV S=< MULF -+ AU, U >= A < 01,0 >+ A < Up,v; >

Or, comme < vj,v; >=05sii# j et <wv;,v; >=[| v; [[*=1, on a
<u,v; >= N

et par conséquent
U=<u,v1 >+ <UuUv>vy+-+ < UV, > VUp.

O
On appelle les scalaires

< U >, < UV >y, < U Uy >
les coordonnées de u par rapport a la base orthonormeée {v1,...,v,}.
Théoréme 7.25. Soit V un espace vectoriel muni d’un produit scalaire généralisé <,> . Soit S =
{v1,v2,...,0,} une base orthogonale de V' et u un vecteur de V. Alors

< u,v; > < u,vy > < U,Vp >
U= U1 Vg + -+ Uy
[ oy |2 [ vz |2 Fon 27"

Démonstration. La base

’ U1 U2 Un

5= { , }
o |7 oz ] [ on ||
est orthonormée. Par le théoréme précédent, on a donc
u:<u,vl> U1 +~--+<u, Un, > Un,

For [/ oyl Fon I/ 1l on |l

et alors
u_<u7v1 >v <u,vn>v
= T e~ Ty
[ oy |2 a2 7"
O

Théoréme 7.26. Soit V un espace vectoriel muni d’un produit scalaire généralisé <,>. Soit S =
{v1,...,v,} un sous-ensemble orthogonal de V, avec v; # 0 pour tout i = 1,...,n. Alors S est une
famille linéairement indépendante.
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Démonstration. Supposons que
AU+ Xgvg 4+ -+ Apv, =0
avec A1, Ao,..., A\, €ER. On a
< AU+ Avg + -+ Aoy, v >=< 0,0, >=0
pour tout ¢ = 1,...,n. Par linéarité du produit scalaire, on obtient
A< U1,0 > FA <vg,v; >4+ N < Uy, v >=0.
Mais comme < v;,v; >= 0 si ¢ # j, on obtient
A <wi,v; >=0

ce qui implique, comme v; # 0, que A; = 0 pour tout i = 1,...,n. Donc S est linéairement
indépendant. O

Théoréme 7.27. Soit V un espace vectoriel muni d’un produit scalaire généralisé <,>. Soit S =
{v1,v2,...,0,} un sous-ensemble orthonormé (qui n’est pas forcément une base; il peut étre plus
petit) de V et soit u € V. Posons

wyp =< U, V1 > V1+ < U9 > v+ -+ < U,V > Uy

et wy = u—wy . Notons W = L(S), le sous-espace vectoriel de V' engendré par S. Alors wy € W et
Wy € WJ'.

wq

Y

Figure 9.2 : v = w1 + wo

Notation : Le vecteur wy € W est appelé la projection orthogonale de u sur W, et est noté
projw (u).

Démonstration. Il est clair que w; € W, puisque w; est une combinaison linéaire de vy, ..., v,.
Montrons que wo € W+. On a

< W,V >=<U—W1,V; >=< U,v; > — < W1,V >

pour tout i =1,...,n. On a
<wi,v > = (<u,vp>v+ o+ <u, vy > U, U;)
= <u,v1 >< 01,0 >+ + <u, v, >< Uy, 0 >
= 0+ +0+<u,v; ><v,v; >+0+---+0
= <u,v; >-1=<u,v; >
pour tout i =1,...,n. On a donc

< Wo,V; >=< U, v; > — < wi,v; >=0
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pour tout ¢ = 1,...,n ce qui montre que wq est orthogonal & S = {vy,vs,...,v,}. Comme S engendre
W, on a que wsy est orthogonal & W. Donc

wo € WL.
O

Corollaire 7.28. Soit V un espace vectoriel muni d’un produit scalaire généralisé <,>. Soit W un
sous-espace vectoriel de dimension finie de V. Alors tout uw € V' s’écrit de maniére unique comme

U = wq =+ wo
avec w1 € W et wy € W, De plus, wi = projyy, (u).

Exemple 7.29. Soit V = R3, <, > le produit scalaire habituel, et soit W le sous-espace engendré
par

0 —4/5
vy=11 et Vg = 0
0 3/5
On vérifie que || v1 ||=|| v2 ||= 1, et que < v1,v2 >=v1 ® vo = 0. Donc S = {v1,v2} est un ensemble

| v
. 1
orthonormé. Soit © = (% . Alors

wy = projy (u) =< u,v1 > v1+ < U, vg > va.

Comme < u,v; >=1et < u,ve >= —%, ceci donne
4/25
projy (u) = vy — —vg = 1
—3/25

La décomposition orthogonale de u par rapport & W est donc

1 4/25 21/25
1= 1 |+ o
1 ~3/25 28/25

21/25
On vérifie que (28(/)25) est orthogonal & v; et & vy et donc qu'’il est bien dans wt.

Théoréme 7.30. Soit V un espace vectoriel de dimension finie muni d’un produit scalaire généralisé
<,>. Alors V' a une base orthonormée.

Démonstration. On va démontrer le théoréme en construisant une base orthonormée. La méthode de
construction utilisée ici s’appelle méthode de Gram-Schmidt ou procédé de Gram-Schmidt.
Soit S = {uy,...,u,} une base quelconque de V. On construit une base orthonormée en n étapes.

1ére étape : On pose
u

[ u |l

vy =
ce qui nous donne || vy ||= 1.
2ére étape : Soit W1 le sous-espace de V' engendré par v;. On pose
w2 = uz — projyy, (u2) .

Alors
< wg,v1 >=10
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car wy est orthogonal & W7y, donc & vy. Vérifions que wy # 0. En effet, si wy = 0, alors
ug = projyy, (uz) .

Ceci implique que uy et vy sont linéairement dépendants et donc que wuy et up le sont également.
Ceci n’est pas possible car u; et us font partie d’une base de V. La norme de ws est donc non nulle.
On pose alors

w2
Vg = .
| wa |
Onalve|=1,||v1||=1et <wvp,ve >=0.
k-éme étape Supposons construits les vecteurs

V1,02, ..., Vk—1

tels que
[vr =l vz (= =l ve-1 [I=1,
que < v;,v; >= 0sli # j et que le sous-espace Wj_1 engendré par vi,vs,...,v,—1 soit égal au
sous-espace engendré par ug,...,u,_1. On pose
Wy = Uy, — projkal(uk).
Montrons que wy # 0. Si wy, = 0, alors uy = projy,  (ux), donc u, € Wiy = L(uy,...,up_1).
Ceci contredit 'hpothése que ug, ..., u, font partie d’'une base de V. Donc wy # 0. Comme wy =
U — projWk_l(uk), le vecteur wy est orthogonal & Wj_1 et en particulier & vy,...,vx_1. On pose
finalement
Wi
V = .
| we ||
On a ainsi construit vy, ..., v tels que
o= =l vk lI=1,

et que < v;,v; >=0sii# jet L(v1,...,05) = L(u1,...,u). On termine ce procédé lorsque 'on a
obtenu v,,. O

Exemple 7.31. On considére R® muni du produit scalaire habituel. Soit S = {uy,us,u3}, avec
1

up = (%)7 Uy = (?), ug = (%) une base de R3. On applique la méthode de Gram-Schmidt pour
obtenir une base orthonorméle.
leére étape : w1 = uy = 1

2¢eme étape : soit Wi = L(w1) = L(uy). On pose

we = Uz — Projy, (uz) =
< Ug,Ww1 >
= up— — oW
| w1 |

Comme < ug,wy >=< ug,u; >=2 et || wy ||?=|| u1 ||?= 3, on obtient

0 (1 -2/3
wp= (1) -1 =(1/3
1 1 1/3

3éme étape : soit

W2 = ﬁ(’wl,UJQ) = C(ul,uz).

Posons
. < uz,wi > < uz,Wsg > 0
w3 = U3z — prOJWQ(U?a) =u3z — Twr |2 w1 — [ws |2 wy = | =1/2
1 2 1/2
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On a donc
1 —2/3 0
w1 = 1 5 Wy = 1/3 5 w3 = —1/2
1 1/3 1/2
Alors {wy,ws, w3} est une base orthogonale de R®. On obtient une base orthonormée en posant
wq Wo w3
v = y U2 = v3 = .
[ ws | | wa | [ ws |

Ceci nous donne

1/V3 —2//6 0
vi=1/V3], vo=| 1/V6 |, wvs=[-1/V2
1/V3 1/v6 1/V2

7.4 Matrices orthogonales

7.4.1 Définition et Propriétés
Définition 7.32. Soit A une matrice carrée. On dit que A est une matrice orthogonale si
A"t = AT
Remarque : A est une matrice orthogonale si et seulement si

ATA=AAT =1T.

Exemple 7.33. Les matrices de rotation sont orthogonales. Soit # un angle. Alors la matrice de la
rotation d’angle 6 de R? est
A < cosf —sinf )
sin 0 cosf |-

Cette matrice est orthogonale. FEn effet, I'identité
sin? 6 4 cos?6 = 1

montre que 'on a

ATA=1T.

Théoréme 7.34. Soit A une matrice n X n. Les trois propriétés suivantes sont équivalentes :
(a) A est orthogonale.
(b) Pour tout x € R"™, on a || Az |=]|| = ||
(¢) Pour tout x,y € R", on a Az e Ay =z ey.

En d’autres termes, une matrice orthogonale conserve les normes et les angles.
Démonstration. (a) = (b) Supposons A orthogonale. On a
| Az [|P= Az e Az =z e (ATA)z =z ex=|x|?.

(b) = (c) Supposons que
I Az [|= = ||

pout tout z € R". On a
1 2 1 2
Avedy = 7l Av+ Ayl — | Av— Ay |P=
1 1
= J1A@+y) P -7 1A —y) =

1 1
= ety —5le—yl?

= xey.
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(c) => (a) On consideére (c) avec x = ¢; et y = ¢; des vecteurs de la base standard. Alors z ey
est soit 0 (si ¢ # j) soit 1 (si i = j), et est le coefficient I;; de la matrice identité. D’autre part,

Ax e Ay = e]TATAei
est le coefficient (i, j) de la matrice AT A. 11 suit que AT A = I, et donc que A est orthogonale. [
Remarque 7.35. L’inverse d’une matrice orthogonale est orthogonale. En effet on a

A orthogonale «—= A~' = AT
— (Afl)fl — (AT)fl
— (A_l)_l — (A_l)T
<= A~ 'est orthogonale.

7.4.2 Changement de bases orthonormées

Théoréme 7.36. Soit V' un espace vectoriel de dimension finie muni d’un produit scalaire généralisé.
Soit P la matrice de changement de base d’une base orthonormée vers une autre base orthonormée.
Alors P est une matrice orthogonale.

Démonstration. Soient B = {e1,...,en} et B’ ={e],..., el } deux bases orthonormées de V et soit
Pgp p/ la matrice de changement de base de B’ 4 B. On a

n n

2 : 2 : /N
u = U; €, = u;€;.

i=1 i=1

Comme B et B’ sont des bases orthonormées, on a

n
!
lull= 3o = 3w
=1 L

De plus, on a
Uy u)

ce qui implique que
(W - (Wp =[lull=wE- (s =Ppp - (up)"  Psp-(wp = p - PspPsp-(u)p.

Comme ceci est vrai pour tout vecteur u, on en déduit que PL ., Pg g = I ce qui montre que Pg 5
) B,B' 1B, ;
est orthogonale. O

7.4.3 Décomposition Q-R : application du théoréme 7.30

Soit A une matrice n X n ayant ses colonnes linéairement indépendantes. Alors il existe une
matrice orthogonale @) (par rapport au produit scalaire standard sur R™) et une matrice triangulaire
supérieure R, telles que :

A=QR.

Plus précisément, @ est la matrice dont les colonnes sont les vecteurs obtenus en appliquant le
procédé de Gram-Schmidt aux vecteurs colonne de A.
On procéde comme suit :
Soit
aill ai12 . Aln

apl  Qp2 ... Qnp
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On appelle ¢; la i-éme colonne de A. Soit {c}, ..., ]} la base obtenue en appliquant Gram-Schmidt
a{c1,...,cn} et @ la matrice dont les colonnes sont ¢}, ..., .
qu1  --- in
Q= :
dn1 .-+ Qnn
Comme {c},...,c,} est une base orthonormée, on a
a = <oa, >+ <a,d, >d,
e = <Cp,h >+ <0, >0

c’est-a-dire

q11 qin
g = <ep,c) > 5 +e k<, e, > :
gn1 dnn
q11 qin
en = <cp,d) > : + k< eyl > :
qn1 dnn
Ainsi, on voit que
Q1 - Qin <cp,dp > <ceg, > L0 <cep,d >
a=| ' : :
Gni -+ Gnn <ed, > <egd,> ... <ecp,d, >
=R

La matrice R est triangulaire. En effet, par Gram-Schmidt, pour tout & > 1, ¢} est orthogonal
a D'espace engendré par ci,...,cx—1. Ainsi, R;; =< ¢j,¢; >= 0 pour tout ¢ > j, et R est bien
triangulaire supérieure.

La décomposition d’une matrice en un produit d’une matrice orthogonale et d’'une matrice tri-
angulaire s’appelle la décomposition QR.

Exemple 7.37. Calculons la décomposition QR de la matrice

A:<§ g)

En appliquant le procédé de Gram-Schmidt aux vecteurs colonne de A, on obtient

. 2V5 . VB
¢ = & et =\ _Jx
5 5

De plus,
<e,dp> = Vb
<cgd) > = ¥
<c,dy> = 0
<o Ch > = %
Ainsi,

QO

Il
N
“fSels,
Sl
% ot
N——

@

=

|
N
° %
w [«
ek
N———

“ ‘
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7.5 La méthode des moindres carrés

Théoréme 7.38. Soit V un espace vectoriel muni d’un produit scalaire généralisé, et soit W un
sous-espace de V. Soit u € V. Alors

[['u = projy (u) | <l w—w||

pour tout w € W, w # projy,(u). On dit que projy, (u) est la meilleure approxzimation de u par des
vecteurs de W .

Démonstration. Pour tout w € W, on a

u—w = (u— projy (u)) + (projy (u) —w) .

On a
projy (u) —w e W

et
u — projy, (u) € W+

donc ces deux termes sont orthogonaux I'un a l'autre. Par le théoréme de Pythagore généralisé, on
a
lw—w|* =1 u—projy (u) |* + || projy (u) —w*.

Si w # projy, (u), alors
| projy (u) —w [[*> 0
, d’oul
[w—w > > u—proj,(u) |
et donc
| w—w > w—proj,(u) | .

7.5.1 Solution approximative d’un systéme d’équations linéaires

Soit Az = b un systéme d’équations linéaires qui est incompatible, c’est-a-dire qui n’a pas de
solution. Nous allons voir une méthode pour donner une solution approximative de ce systéme. Cette
méthode s’appelle la méthode des moindres carrés (least squares). Le principe de la méthode est le
suivant : étant donné un systéme Ax = b de m équations et n inconnues, on se propose de trouver
un vecteur x tel que la norme

I Az —b ||

soit minimale. Un tel vecteur x est appelé une solution au sens des moindres carrés. Cette termi-
nologie vient du fait que ’on minimise la norme euclidienne de I'erreur commise. En effet, posons
e = Az — b. Si le systéme admettait une solution, on aurait e = 0. Ce terme mesure donc ’erreur
commise par I’approximation faite. Si e = (eq,...,e.), alors

lel*=ef+e5+- +ep,.
On désire que ces carrés soient aussi petits que possible.
Soit Ax = b un systéme de m équations linéaires a n inconnues. Alors A est de taille m x n. Soit
W Tl’espace des colonnes de A. C’est un sous-espace vectoriel de R™. Nous avons vu que le systéme
a une solution si et seulement si b € W. Lorsque b € W, le mieux que ’on puisse faire est de trouver
une approximation de b par un vecteur de W. Or, nous avons vu que la meilleure approximation de
b par un vecteur de W est

Projw(b) .

On doit donc résoudre le systéme
Az = projy, ().
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On pourrait donc calculer projy, (b), et résoudre le systéme Az = projy,(b), mais il y a une meilleure
méthode. En effet, si = est tel que Az = projy, (b), alors le vecteur

b— Az = b — projy, (b)

est orthogonal a W. Mais W est I’espace des colonnes de A et W+ est donc le nilespace de A”. On
doit donc avoir

AT(b— Az) =0
autrement dit
AT Az = AT,
Définition 7.39. Le systéme
AT Ax = ATh

est appelé le systéme normal associé au systéme Ax = b. Les solutions du systéme normal sont les
solutions au sens des moindres carrés (solutions approximatives) du systéme de départ Az = b.

Théoréme 7.40. Pour tout systeme d’équations linéaires
Axr=b

le systéme normal associé
AT Az = ATp

a au moins une solution. Toutes les solutions du systéme normal sont des solutions au sens des
moindres carrés du systéme Ax = b. De plus, si W est l’espace des colonnes de A et si x est une
solution de moindres carrés de Ax = b, alors

projy b = Ax.

Théoréme 7.41. Soit A une matrice de taille m X n. Supposons que les vecteurs colonne de A
soient linéairement indépendantes. Alors la matrice AT A est inversible.

Démonstration. Pour montrer que AT A est inversible, il suffit de montrer que le systéme
ATAz =0

a une unique solution (la solution triviale). Soit x une solution de ce systéme. Alors Az est dans le
nilespace de A”. Mais Az est aussi dans l’espace des colonnes de A. Or nous avons vu que ces deux
espaces sont orthogonaux 'un a 'autre. Leur intersection est donc nulle. Ceci implique que

Az = 0.

Comme nous avons supposé que les vecteurs colonne de A sont linéairement indépendants, ceci
implique que =z = 0. O

Théoréme 7.42. Soit A une matrice dont les vecteurs colonne sont linéairement indépendants.
Alors tout systéme linéaire

Axr=1b
a une unique solution au sens des moindres carrés qui est donnée par
z=(ATA)"1ATh.
Démonstration. Ceci découle directements des deux théorémes précédents. O

Exemple 7.43. Trouver les solutions de moindres carrés du systéme Az = b suivant :

r1+x9 = 6
23?1 — Xy =

T —3372 = -1
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On a
1 1 6
A= 2 -1 b= 1
1 -3 -1

Les vecteurs colonne de A étant linéairement indépendants, le systéme a une unique solution au sens

des moindres carrés. On a
T, 6 -5
A= ( —5 11

ATb:<;>.

Le systéme normal AT Az = ATb est donc

et

6.%1 — 5£E2 = 7
—b5x1 + 119y = 8.
dont 'unique solution est
117 83
Tr1 = Ty = — .

39 39
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Chapitre 8

Diagonalisation des matrices

8.1 Définitions et premiéres propriétés

Définition 8.1. Soit A une matrice n x n. On dit que x € R™, x # 0, est un vecteur propre de A
s’il existe A € R tel que
Ax = Az

Le scalaire A est appelé valeur propre de A. On dit que x est un vecteur propre associé (ou corres-
pondant) a la valeur propre A. Si z est un vecteur propre de A, alors Az est colinéaire a x :

Exemple 8.2. Soit
3 0
NG

Alors x = < ; > est un vecteur propre de A correspondant a la valeur propre A = 3, car

e (22)(1)-(3)-

Soit A une matrice n X n. On peut réécrire ’égalité

Az = Mz
comme
Ax = Mz,
ce qui est équivalent &
(M—-A)z=0.
Si A est une valeur propre de A, alors cette équation a une solution x # 0. Ceci implique que
det(A\] — A) =0.

Cette derniére équation est appelée [’équation caractéristique de A et p(\) = det(A — A) est appelé
le polynome caractéristique de A. Les racines A de I’équation caractéristique sont les valeurs propres
de A. Si A est une matrice n X n, alors ’équation caractéristique de A est de degré n et le coefficient
de A" est 1. Autrement dit, le polyndéme caractéristique d’une matrice n x n est de la forme

p(>\) = det()\I — A) = \" + ClAn_l 4+ .. 4 Cn71>\ + ¢,

On sait qu’un polyndme de degré n a au plus n racines distinctes ce qui montre qu une matrice n x n
a au plus n valeurs propres distinctes.

121
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Exemple 8.3. Cherchons les valeurs propres et les vecteurs propres de la matrice
1 3
A= ( i ) .

A—1 -3
—4 A-2

Son équation caractéristique est
det(AI—A)zdet( >:)\2—3)\—10:0.

Les valeurs propres de A sont donc les racines de
A =3\ —10=0.

qui sont polynéme
A=-2 et A=5.

Cherchons maintenant les vecteurs propres de A. Un vecteur

est vecteur propre de A si et seulement si

autrement dit si

Ceci nous donne

Pour A = —2, on obtient

Les solutions de ce systéme sont
T = 7t, To =1.

L’ensemble des vecteurs propres de A correspondant & la valeur propre A = —2 est donc

() 1remisal
Pour A\ = 5, on obtient le systéme

(= 3)(2)-()

dont les solutions sont

L’ensemble des vecteurs propres de A correspondant a la valeur propre A = 5 est donc

() ez

Théoréme 8.4. Soit A une matrice triangulaire. Alors les valeurs propres de A sont les éléments
de la diagonale de A.
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Démonstration. Soit A une matrice triangulaire supérieure

a1 * . ‘e *
0 a2
A =
0 0 0  ann
Le polyndme caractéristique de A est
A— a1 * e e *
0 A — as2 .
det()\ij) = det = ()\70,11)()\70,22)...()\70,”70
: - *
0 0 e 0 A—ap,

ce qui montre que les valeurs propres de A sont
A:(lll, )\:(IQQ, ,)\:ann.

La démonstration est analogue lorsque A est triangulaire inférieure. O

8.1.1 Calcul des vecteurs propres

Soit A une matrice carrée et A une valeur propre de A. Les vecteurs propres de A correspondant
a la valeur propre A sont les vecteurs x # 0 qui satisfont ’équation Az = Az. De fagon équivalente,
ces vecteurs sont les vecteurs non nuls de I’espace des solutions de

(M—-A)z=0.

L’ensemble de ces vecteurs propres est appelé [’espace propre de A correspondant a la valeur propre
A et est noté Ey.
Nous venons donc de voir que ’espace propre Ey est le nilespace de la matrice \I — A.

Exemple 8.5. Trouver des bases pour les espaces propres de la matrice
0 0 -2
A= 1 2 1
10 3
L’équation caractéristique de A est
M oBA2 48 —4=(A-1)A-2)?=0.
Les valeurs propres de A sont donc

A=1 et A=2.

Il y a donc deux espaces propres.
Pour calculer E5 (I’espace propre associé  la valeur propre 2), il faut trouver le noyau de 27 — A,
c’est-a-dire le noyau de

2 0 2
-1 0 -1
-1 0 -1

On obtient
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Les vecteurs propres de A correspondant a la valeur propre A = 2 sont donc les vecteurs non nuls
de la forme

-8 -5 0 -1 0
T = t = 0 + t =35 0 |+t 1
s s 0 1 0
Comme
-1 0
0 et 1
1 0

sont linéairement indépendants, ces vecteurs forment une base de ’espace propre Fj.
Pour A =1, on calcule le noyau de I — A :

1 0 2
-1 -1 -1
-1 0 -2
Les solutions sont
Tr1=—28, X2=28, T3=S

ce qui nous permet de conclure que les vecteurs propres de A correspondant & la valeur propre A = 1
sont les vecteurs non nuls de la forme

L’ensemble

constitue ainsi une base possible de E;

Théoréme 8.6. Soit A une matrice carrée, et soit k un entier. Si \ est une valeur propre de A, et
T un vecteur propre correspondant, alors N est une valeur propre de Ak, et x est un vecteur propre
correspondant ¢ A\*.

polyndéme
Démonstration. Supposons d’abord que k est positif. On a
AFg = AR (Az) = AT (\a) = MAF e = AAFT2(A) = N2 AR T2 = o = WP

Si k est négatif, et si A est inversible, on a alors A~'z = A~!z en divisant ’équation Ax = \x
par A~'\71; le méme calcul donne AFz = Az O

En particulier, les valeurs propres de A* sont précisément les puissances k-iémes des valeurs
propres de A. Remarquons toutefois que A* peut avoir plus de vecteurs propres que A. Un exemple
simple est la matrice A = (§3); I'espace propre Ey de A est de dimension 1, mais comme A2 =0
I'espace propre Ey de A? est de dimension 2.

Lemme 8.7. Soit f = a, X"+ -+ a1 X +ag un polyndome a coefficients réels. Alors X = 0 est une
racine de f =0 si et seulement si ag = 0.

Démonstration. Si 0 est une racine de f = 0, alors en remplagant X par 0 on trouve ag = 0.
Réciproquement, si ag = 0, alors on vérifie que 0 est bien une solution de ’équation f = 0. O

Théoréme 8.8. Soit A = (a;j) une matricen xn et det(A\ — A) = A" +c, 1 A" 1+ + 1A+ ¢
son polyndme caractéristique. Alors

co = (—1)" det(A) et Cn—1 = —tr(A).
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Démonstration. Montrons la premiére égalité. Remplagons A par 0 dans le polynéme caractéristique
de A. On obtient ainsi
det(fA) = Cp.
Comme det(—A) = (—1)" det(A), on obtient ’égalité voulue.
Montrons la deuxiéme égalité.

A — a1 ai12 N A1n
a1 A— a22 N a9n
det(A —n) = det
apl oo An(n—1) A— App

Si on développe ce déterminant par rapport & la premiére ligne par exemple, on remarque que le
seul terme qui contient des puissances de A supérieures & n — 2 est

A—a11)(A—a) (A —anpn).
On a donc
(A= @) (A = azz) -+ (A= ) = A"+ (—a11 — 2z -+ = @) A4
Le coefficient de A"~! dans le polynome caractéristique est donc bien —trace(A). O

Corollaire 8.9. Une matrice carrée A est inversible si et seulement si A = 0 n’est pas valeur propre
de A.

Démonstration. la matrice A est inversible si et seulement si det(A) # 0. Or, par le théoréme
précédent, ceci est équivalent & dire que A = 0 n’est pas un zéro du polyndéme caractéristique,
c’est-a-dire pas une valeur propre de A. O

Notons que si A = 0 est une valeur propre de A, alors I'espace propre associé Ey n’est rien d’autre
que le nilespace de A. En résumé,
Ey = KerA

si 0 est valeur propre.

8.2 Diagonalisation

Définition 8.10. Soit A une matrice carrée. On dit que A est diagonalisable s’il existe une matrice
inversible P telle que P~' AP soit une matrice diagonale.

Théoréme 8.11. Soit A une matrice n x n. Alors les propriétés suivantes sont équivalentes :
(a) A est diagonalisable ;

(b) A an vecteurs propres linéairement indépendants.

Démonstration. (a) = (b) Comme A est diagonalisable, il existe une matrice inversible

P11 P12 DR Pin

P21 P22 ... P2n
P=1 . ) ) ,

Pn1  Pn2 DR Pnn

telle que P~! AP soit diagonale. On a donc P~*AP = D, avec

A0 ... 0

D 0 A

o
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Comme P~'AP =D, on a AP = PD. Donc
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o . A 0 0 A1P11 A2p12 AnPin
n 0 )\1]?21 )\2]722 )\np2n

AP=PD=| : = : :
Pna Pnn 0 A, AMPn1l  A2Pn2 AnDnn

Soient p1,pa, . ..

, Pn les vecteurs colonne de P. Alors les colonnes de AP sont

A1p1s A2p2, ooy AnDn.
Mais on sait que les colonnes de AP sont
Apy, Apa, Ap,.
Donc
Apr = Aip1, Ap2 = Xapa, ..., App = Anpn .

Comme P est inversible, les vecteurs colonne pq,po, . ..
, Pn. sont des vecteurs propres de A correspondant aux valeurs propres
.y An. Donc A a n vecteurs propres linéairement indépendants.

(b) = (a) Supposons que A ait n vecteurs propres linéairement indépendants pi,pa, ...

formules ci-dessus, p1,p2, ...
A1s Az, .

, Pn sont linéairement indépendants. Par les

’pn?

avec valeurs propres correspondantes Ai, Ao, ..., A,. Posons
P11 P12 Pin
p21 P22 P2n

P= . ) .
Pn1  Pn2 Pnn

Les colonnes de la matrice P sont les vecteurs pi,pa, ...

,Pn- Les colonnes du produit AP sont les

vecteurs Apy, Apo, ..., Ap,. Mais comme
Apr = Mip1, Ap2 = Xapa, .., Apn = Anpn,
on a
A1pi1 A2D12 AnD1in P11 D12 Din A0 ... 0
A1P21 Aop2o AnD2n P21 D22 D2n 0 X ... 0
AP = . ) ) = ) . ) )
>\1pn1 /\2pn2 )‘npnn Pn1  DPn2 Pnn 0 0 e )\n
— PD,
avec
A0 0
0 Ao 0
D= . . .
0 0 An
On a donc :
AP = PD.

Comme les vecteurs colonne de P sont linéairement indépendants, la matrice P est inversible et 'on
obtient finalement
P AP =D,

ce qui montre que A est diagonalisable. O



8.2. DIAGONALISATION 127

8.2.1 Meéthode pour diagonaliser une matrice

1. Trouver n vecteurs propres linéairement indépendants, p1,pa,...,Dn -

2. Construire la matrice P ayant p1,ps,...,p, comme vecteurs colonne.

3. La matrice P~'AP est diagonale. Les éléments diagonaux sont les valeurs propres A1, Aa, ..., Ap
correspondant respectivement aux vecteurs propres pi,ps, ..., Dn-

Exemple 8.12. Diagonalisons la matrice

0 0 -2
A= 1 2 1
10 3

L’équation caractéristique de A est
A-1(A-2)2=0

et les valeurs propres sont alors A=1et A = 2.
Une base de Fy est donnée par

-1 0
b1 = 0 , D2 = 1
1 0

alors qu'une base de F; est donnée par le vecteur

-2
p3 = 1
1

Ces 3 vecteurs propres étant linéairement indépendants, la matrice A est diagonalisable. On pose
alors

-1 0 -2
P= 0 1 1
1 0 1
et on a
2 00
P'AP=|0 2 0
0 0 1
Théoréme 8.13. Si vy,vs,...,v, sont des vecteurs propres d’une matrice A correspondant & des
valeurs propres distinctes A1, Aay ..., Ap, alors {v1,va,..., v} est un ensemble linéairement indé-
pendant.

Démonstration. Nous allons démontrer ce théoréme par ’absurde.

Supposons donc que les vecteurs propres vy, vs,...,v, sont linéairement dépendants. Soit r le
plus grand entier tel que {v,va,...,v,} soit linéairement indépendant. On a 1 < r < n. Il existe
donc des scalaires ¢y, co, ..., cr+1 non tous nuls tels que

€11 + cov2 + -+ 1V = 0. (*)

Multiplions cette équation par A. On obtient
c1Avy + coAvg + -+ -+ crp1Avepr = 0.

Comme
Avy = My, Avy = Ao, ..., AUy = A1 Urg1

on obtient
1AV + CaAoV2 + -+ 1 Apy1 Upyr = 0.

En multipliant (*) par A.11, on a

CLAr 4101 + CoApyp1V2 + -+ Crp1 A 1Ur41 = 0.
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En soustrayant cette équation de la derniére, on obtient
a(M—Ar)vi+ -+ e (A — A1), = 0.
Comme les Aq, ..., A, sont distincts, on a
cp=cy=---=¢.=0.
On a donc ¢,410,41 = 0. Comme v,11 # 0, on a ¢,41 = 0 ce qui conduit &
cg=cp="+==¢Cpy1 =0.
Ceci contredit ’hypothése que ¢1, ca, ..., ¢.11 sont non tous nuls. O

Corollaire 8.14. Soit A une matrice n x n. Si A a n valeurs propres distinctes, alors A est diago-
nalisable.

Démonstration. C’est une conséquence immédiate des théorémes 8.13 et 8.11. O
. 0 2 P R e
Exemple 8.15. Soit A = 9 0 ) Par le théoréme 8.8, le polynéme carcatéristique de A est

A2 — trace(A)\ + det(A) = A\? + 4.
A n’est pas diagonalisable car son polyndéme n’a pas de racines dans R.

2 3
0 2
sur la diagonale. La matrice a donc une unique valeur propre qui est égale a 2. On sait, par le
théoréme 8.11, que A est diagonalisable si et seulement si A a deux vecteurs propres linéairement
indépendants. Calculons I’espace Fs : on doit résoudre le systéme

(23)(2)=2(), nser

|s e R} qui est de dimension 1. A n’a donc pas 2

Exemple 8.16. Soit A = ( ) Comme A est triangulaire, ses valeurs propres apparaissent

Il est équivalent a y = 0. Ainsi, Fy = (S)
vecteurs linéairement indépendants , elle n’est donc pas diagonalisable.

8.3 Matrices symétriques et diagonalisation

Comme nous allons le voir, les matrices symétriques sont des matrices ayant la propriété d’étre
toujours diagonalisables. De plus, il existe une base de vecteurs propres orthonormée.

Théoréme 8.17. Soit A une matrice n X n, symétrique. Alors A posséde n vecteurs propres linéai-
rement indépendants. De plus, on peut choisir ces vecteurs propres de facon qu’ils forment une base
orthonormale. Une matrice carrée symétrique est donc diagonalisable.

On va faire appel au lemme suivant, dont la démonstration nécessite 'usage de nombres com-
plexes.

Lemme 8.18. Soit A une matrice n X n, symétrique. Alors A posséde une valeur propre réelle.

Preuve du théoréeme 8.17. 1l s’agit de montrer : pour une matrice A symétrique (A7 = A), il existe
une matrice P orthogonale (PTP = I) telle que P~ AP est diagonale. En effet, la matrice P en
question a pour colonnes les vecteurs propres de A, et ces derniers forment une base orthonormale
si et seulement si P est orthogonale.

On procéde par récurrence, le cas n = 1 étant trivial. Par le lemme, soit A; une valeur propre de
A, et soit 2 un vecteur propre associé. On peut supposer x de norme 1, soit 27z = 1.

Par le procédé de Gram-Schmidt, on peut compléter 2 en une base orthonormale (z,ys, ..., yn)
de R™. On note Y la matrice n x (n — 1) dont les colonnes sont y1,...,%,. On a donc Y7TY =1 et
2TY =0 et Y72 = 0, par orthogonalité de la base.
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La matrice B = YT AY est une matrice symétrique, car BT = YTAT(YT)T = B. De plus, elle
est de taille (n — 1) x (n — 1). Ainsi, par récurrence, il existe une matrice orthogonale @ telle que
Q' BQ soit diagonale, disons de coéfficients diagonaux s, ..., A,.

On pose alors P = (z|YQ); c’est la matrice carrée dont la premiére colonne est = et dont les
n — 1 colonnes suivantes sont la matrice Y Q. On calcule :

To T B xTx ‘ 2TYQ (1 0 B
Pr=var (””YQ)<QTY%QTYTYQ <0 In-l)f”’

donc P est une matrice orthogonale. De plus,

aTAz | 2TAYQ )_( Tz (A;l:)TYQ>

QTYT Az | QTYTAYQ QTYT\z | QTBQ

A1 MzTYQ A1 0
A2 0 Ao

P'AP =PTAP = (

MQTY T - .
0 An 0 An

est diagonale. O

Théoréme 8.19. Deux vecteurs propres associés & deux valeurs propres distinctes sont orthogonaux
(pour le produit scalaire usuel).

Démonstration. Soient A une matrice carrée et A, u deux valeurs propres de A distinctes. Soient
encore v un vecteur propre associé a la valeur propre A et w un vecteur propre associé a la valeur
propre p. On a

(Av) e w = (M) ew = A(vew) = Aw’v.

D’autre part,
ve (Aw) = (Aw)Tv = wT ATv = wT Av = w" M = M v.

La troisiéme égalité découle du fait que A est symétrique. On a donc (Av)ew = ve (Aw), c’est-a-dire
Avew = pvew. Ainsi

A—p)vew=0.
Comme A # p, on a nécessairement v @ w = 0. Les vecteurs v et w sont donc bien orthogonaux. [

Définition 8.20. Soit A une matrice carrée. On dit que A est orthogonalement diagonalisable si
elle est diagonalisable et s’il existe une base de vecteurs propres qui est orthonormée.

Par le théoréme précédent, toute matrice symétrique est orthogonalement diagonalisable.
Nous donnons maintenant un exemple d’une diagonalisation orthogonale.

1 1 1
Exemple 8.21. Soit A= 1 1 1 |. Le polyndéme caractéristique est
1 1 1
det(A I — A)
c’est-a-dire
A—-1 -1 -1
det -1 Ax-1 -1
-1 -1 -1
On trouve ainsi
AP —3A%

Les valeurs propres de A sont donc 0 et 3. Calculons les espaces propres. Pour Ey, on doit résoudre
le systéme

11 1 x 0
111 y | =10
111 z 0
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s,teR}

Comme A est diagonalisable et que Ej est de dimension 2, alors E3 est nécessairement de dimension
1

1. On a clairement 1 € E3. Ainsi
1

qui est équivalent & x + y + z = 0. Ainsi,

—1 -1
EOZ {S 1 +1 0
0 1

[y
|
—_
—
|
—_

On remarque qu’on a bien

—
-
—
g
—
—
(e

. Appliquons le procédé de

—_
o
=
[

-1 -1
Gram-Schmidt pour extraire une base orthogonale de Fy. Posons f; = 1 et fo = 0
1
Jief2
fs = fa- b5
2 2 hefi
-1 -1
1

= 0 — 1
1 0
_1

_ | 2

= 2
1

1 V2
e , 2/
Les vecteurs, g1 = HQH = % et go = II;%II = —% forment une base orthonormée
2
0 V2
V3

1
M

de Ey. Pour Ejs, il suffit de prendre 7 comme vecteur de base de norme 1. On vérifie que
1
V3

S U B 0 _1 2 1
V2 V2 1 11 V2 2v/3 V3 0 00
V2 V2 V2 1 1 1 1 V2 1L g0 0
2v3 2v3 V3 V2 23 V3
1 1 1 1 1 1 0 V2 1 0 0 3
V3 V3 V3 Vi V3
pPT P



Chapitre 9

Applications linéaires

9.1 Définitions et exemples
Nous avons étudié la notion d’application linéaire
f:R" — R™.
Cette notion se généralise a des espaces vectoriels quelconques.
Définition 9.1. Soient V et W des espaces vectoriels. On dit qu'une application
f:v—w

est une application linéaire si et seulement si les deux propriétés suivantes sont vérifiées :
(a) f(u+v)= f(u)+ f(v) pout tout u, v € V;
(b) f(Au) = Af(u) pour tout u € V, A € R.

Exemple 9.2. Voici quelques exemples d’applications linéaires :

(1) Applications linéaires

f:R" —R™
f(z) = Az
pour une certaine matrice A.
(2) L’application nulle
fVv—w
f(u) =0
pour tout u € V.
(3) L’application identité
f:Vv—Vv
flu) =u
pour tout u € V.
(4) La symétrie centrale
S:V—V
S(v) = —v
pour tout v € V.
(5) L’homothétie de rapport k
H:V—-V
H(v)=kv

pour tout v € V.

131
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6) La projection orthogonale. Soit V' un espace vectoriel muni d’un produit scalaire généralisé
g
<, >, et soit W un sous-espace vectoriel de V. Nous avons défini la projection orthogonale

fiV—W

f(v) = projy (v).

Si S = {wy,wa,...,w,} est une base orthonormée de W, alors
f(v) =projy (v) =< v,wy > wy + -+ <V, W, > Wy

C’est une application linéaire. En effet, vérifions les deux propriétés :

flut+v)=<u+4v,w >w;+ -+ <u+v,w > w,
=< u,wy >wi+ <v,wy >wp+ -+ < U W > Wt <V, W > Wy
=<u,w; >wy+- -+ <uw >wA <u,w; >wy+ o+ < v, Wr > Wy

= f(u) + f(v).

Fu) =< du,wy > wy + -+ < Au,wp > w,y
=A< u,wp > w4+ < u,wp > wy)

= A (u).

Donc f est bien une application linéaire.

(7) Rappelons que l'on note P, l'ensemble des fonctions polynomiales de degré < n : p(z) =
anx™ + -+ -+ a1x + ag . On définit une application f : P, — P41 par

f(p) = ap(z) = ana" ™ + -+ a12® + apz.

C’est une application linéaire car on a :

f(p1 +p2) = z(p1() + p2(x))
= xpi(z) + zp2(z)

= f(p1) + f(p2)
et
f(Ap) = z(Ap())
= A(xp(x))
=A(p).

(8) Soient a,b € R. Définissons lapplication T : P, — P,, par
T(f) = flaz +0).
C’est bien une application linéaire car :

T(fi+f2) = (fi+ fo)(ax+0)
filazx +b) + fo(ax +b)

= T(f1) +T(f2)

et

T(A) = (\)az+1b)
— A(f(az +b)
AT(f).
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(9) L’application linéaire définie par un produit scalaire généralisé. Soit V' un espace vec-
toriel muni d’un produit scalaire généralisé <, >. Soit vy € V. On définit une application

f:V—R

en posant
fv) =<wv,v9 > .

Alors f est une application linéaire. En effet, on a :
f(U+’l)) =<u+v, v >=<uUv >+ <V, v >= f(u)—i—f(v),

et
FOWw) =< A, vg >= A < v, vg >= Af(v).

(10) La dérivation. Soit V = C!(R) l'espace vectoriel des fonctions f : R — R dérivables avec
premiére dérivée continue et W = C°(R) 'espace vectoriel des fonctions continues réelles a
variable réelle. Soit

D :C'(R) — C°(R)

P’application définie par

ol [/ est la premiére dérivée de f. Alors D est une application linéaire car la dérivation est une
opération linéraire.

(11) L’intégration. Soit V = C°(R) et W = C1(R). Soit
J: CO( ) — CYR)
- [ s

Lapplication J est linéaire car [ (f(t) + g(t))dt = [ f(t)dt + [y g(t)dt et [J(Af(t)dt =
A fo t)dt pour toutes fonctions f et g et pour tout A € R.

(12) Soit M, (R) 'ensemble des matrices n x n. Alors

tr:M,(R) — R
A —  trace(4)

est une application linéaire.
Exemple 9.3. Donnons un exemple d’une application qui n’est pas linéaire. Soit
f : MQQ — R

la fonction définie par

F(A) = det(A).

On a
det(AA) = \* det(A)

et A\2det(A) est différent de Adet(A) dés que X # 1 et det(A4) # 0. De plus, en général
det(A + B) # det(A) + det(B)

ce qui montre que cette application n’est pas linéaire.
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9.1.1 Propriétés des applications linéaires
Soit f : V — W une application linéaire. Pour tout vi,vs € V et pour tout A1, A2 € R, on a
FArvr + Agv2) = A1 f(v1) + Aaf(v2) .
Plus généralement, pour tout Ay,..., A, € R et tout v1,...,v, €V, 0on a
FOqvr+ -+ Apvn) = A1 f(v1) + - + A f(vn).
On dit que f préserve les combinaisons linéaires.

Théoréme 9.4. Soit f: V — W wune application linéaire. Alors on a les propriétés suivantes :
(a) f(0)=0
(b) f(—v) =—f(v) pour toutv e V
(c) flv—w) = f(v)— f(w) pour tout v,w € V.

Démonstration. (a) Soit v € V. On a 0-v = 0. Comme f est linéaire, on a
f(0) = f(0-v) =0f(v) =0.

(b) Pour tout v € V, on a

Pour tout v,w € V, on a

donc
fo—w) = flv+(-1w)
= flo)+ f((-D)w)
= f(v)+ (-1)f(w)
fw) = f(w)
O
9.1.2 Expression d’une application linéaire dans une base

Soit f : V' — W une application linéaire, et soit {v1,...,v,} une base de 'espace vectoriel V.

Alors f est déterminée par les images des éléments de la base, c’est-a-dire par ’ensemble

{f(vl)7 LR f(’l}n)}
En effet, si v € V, alors v = A\jv; + -+ + A\pv,. On a donc
f('U) = f()‘lvl + -+ Anvn)
= /\1f(v1) +"'7L>\nf(vn)'

Exemple 9.5. Soit {v1,v2,v3} une base de R?, avec v; = (1,1,1),v2 = (1,1,0) et v3 = (1,0,0).
Soit
f:R® — R?

Iapplication linéaire telle que
f(’Ul) = (170),f(?)2) = (2, _1)3 f(v?)) = (473) .

Soit
v=(2,-3,5).
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Alors
v = vy — 8vg + dug,

donc
flv) = f(5v1 —8vg + 5u3) =
= 5f(v1) — 8f(v2) +5f(v3)
= 5(1,0) — 8(2, —1) + 5(4,3)
= (5—16+20,8 + 15)
(9,23).

Définition 9.6. Soient fi : Vi — Vs et fo : Vo — V3 deux applications linéaires. Alors on définit
la composition de fo avec fi, notée fo o fi par

(foo f1): V1 — V3
v fa(f1(v))

pour tout v € Vj.

E, o Fl

Figure 11.1

Théoréme 9.7. Si f1 : Vi — Vi et fo : Vo — V3 sont des applications linéaires, alors (fo o f1) :
Vi — V3 est aussi une application linéaire.

Démonstration. Soient u,v € Vi. Alors on a

(faofi)lu+v) = fo

|
o
AN

Soient v € V] et A € R. Alors

(fao fi)(Av) = f2(f1(>\v

Il

,\

:h

—~

4
~— N N N

Donc fs5 o fi est bien une application linéaire. O
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9.2 Noyau et image d’une application linéaire

Définition 9.8. Soit f : V. — W une application linéaire. Le noyau de f, noté Ker(f), est par
défintion ’ensemble des v € V tels que

f(w) =0.
L’image de f , notée Im(f), est par définition ’ensemble des w € W tel qu’il existe v € V avec
) =w.

Exemple 9.9. Soit f : R™ — R™ définie par f(z) = Az, od A est une matrice m x n. Alors Ker(f)
est égal au nilespace de A, et Im (f) est égal a 'espace des colonnes de A.

Exemple 9.10. Soit 0 : V — W Dapplication linéaire nulle. Alors Ker(0) =V et Im(0) = {0}.
Exemple 9.11. Soit f : V — V Dapplication identité. Alors Ker(f) = {0} et Im (f) = V.

Exemple 9.12. Soit f : R® — R? la projection orthogonale sur le plan xy. Alors Ker(f) est égal
a laxe des z et 'image de f est égale au plan zy.

Ker (F)

F(x) Im (F)

Figure 11.2

Théoréme 9.13. Soit f: V — W une application linéaire. Alors
(a) Ker(f) est un sous-espace vectoriel de V.
(b) Im(f) est un sous-espace vectoriel de W.
Démonstration. (a) On a 0 € Ker(f). Supposons que u,v € Ker(f). Alors f(u) = f(v) = 0.
On a flu+v) = f(u) + f(v) = 0 ce qui montre que u + v € Ker(f). Soit A € R. Alors

f(w) = Af(v) =0, car f(v) = 0. Ceci implique que Av € Ker(f). Ceci montre que Ker(f) est
un sous-espace vectoriel de V.

(b) On a f(0) =0, donc 0 € Im(f). Soient wq,ws € Im(f). Alors il existe v1,v2 € V tels que

flur) = wi,
flve) = ws.
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Mais alors

flor+wv2) = f(or) + f(v2)
= w; +ws,
donc wy + we € Im(f). Solent w € Im(f) et A € R. Soit v € V tel que f(v) = w. Alors

f(w) = Af(v) = Aw. Donc Aw € Im(f). Ceci implique que Im(f) est un sous-espace vectoriel
de W. O

Exemple 9.14. Soit n un entier. Considérons I’application linéaire
¢0:Pn — Ppy
Etudions d’abord le noyau de ¢ : soit f = a,z" +--- 4+ ag € P, tel que zf = 0. Alors

apx"tt = az® + agr = 0.

Ainsi, a; = 0 pour tout ¢ € {0,...,n} et f = 0. Le noyau de ¢ est donc nul.

L’espace Im(¢) est 'ensemble des polyndémes de P, 41 sans terme constant. Une base de cet espace
est {z,2?%, ... 2"}

Lemme 9.15. Soit f : V — W une application linéaire. Alors [ est injective si et seulement si
Ker(f) = {0}.

Démonstration. Supposons f injective. On a, par le théoréme 9.4, que f(0) = 0. Mais, I'injectivité

implique que pour tout v € V, v # 0, on a f(v) # 0. Ainsi, le noyau de f est nul.
Réciproquement, supposons que Ker(f) = 0, et solent vy,ve € V avec f(v1) = f(v2). Alors

0= f(v1) = f(v2) = f(v1) + f(—v2) = f(v1 —v2).
Ainsi, v — vg € Ker(f) et v1 = va. L’application f est donc bien injective. O]

Définition 9.16. Soit f : V — W une application linéaire. La dimension de Ker(f) est appelée la
nullité de f, et est notée null(f). La dimension de Im(f) est appelée le rang de f, et est notée rg(f).

Ces définitions sont compatibles avec celles données pour les matrices comme le montre le théo-
réme suivant :

Théoréme 9.17. Soit A une matrice m X n, et soit
f:R*" — R™
définie par
f(z) = Ax.
Alors
(a) null(f) = null(A4)
(b) rg(f) = rg(A4).

Théoréme 9.18 (Théoréme du rang). Soient V' un espace vectoriel de dimension finie et f : V —
W une application linéaire. Alors

rg(f) + null(f) = dim(V).

Démonstration. (i) Sinull(f) = 0, alors Ker(f) = {0} et, par le lemme 9.15, f est injective. Soit
{e1,...,en} une base de l'espace V. La famille {f(e1),..., f(en)} est une base de I'image de
f. En effet, c’est une famille linéairement indépendante car si Ajf(e;) + -+ A, f(en) = 0,
la linéarité permet de dire que f(Ae; + -+ + Ane,) = 0. Mais linjectivité implique que
Arer + -+ Apen, = 0 et comme {eq,...,e,} est une base, on a finalement A\; =--- =\, = 0.
1l reste & montrer que c’est une famille génératrice. Soit w € Im(f). Il existe v € V tel
que f(v) = w. Mais v s’écrit pieq + -+ + ppen, pour certains pi,...,u, € R. Ainsi, w =
flpaer + - 4 pnen) = paf(ea) + -+ pin flen).
On a ainsi rg(f) = dim(V') et donc bien rg(f) + (f) = dim(V).
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(if) Sirg(f) =0, cela signifie que Im(f) = {0}. Autrement dit, tout vecteur de V est envoyé sur 0
par application f. Ainsi, Ker(f) =V et null(f) = dim(V).

(iii) Supposons maintenant que null(f),rg(f) # 0. Posons r = (f) et soit {e1,...,e,} une base de
Ker(f). Pour montrer le théoréme, il suffit de montrer que I'image de f est de dimension n —r.
Comme {ej,...,e,} est une base de
Ker(f), c’est en particulier une famille de vecteurs linéairement indépendants. Il existe donc
€ril,.-. en €V tels que {ey,...,e,} soit une base de V. La famille B = {f(e;41),..., f(en)}
est une base de Im(f). En effet,

i) si App1f(erg1) +- -+ Anf(en) =0, alors, par linéarité, on a que A\yy1€p41 + -+ Apep, €
Ker(f). Ce vecteur s’exprime alors dans la base du noyau :

Arg1€r41 + -+ Apep = p1e1 + - - -+ pre,  pour certains py, ..., pur €R
ou, autrement dit,

—Hi1€1 + = M€y + A7‘-}—16T-§-1 + -+ )\nen =0.

Ceci implique en particulier que A.y; = --- = A, = 0. B est donc linéairement indépen-
dante.
ii) soit w € Im(f). Il existe a,...,a, € R tels que

w= flare1 + -+ + anen).
Mais cette égalité implique que

w=ay fler) +---+a fler) tarprflery1) +- - +anflen).
=0 =0

Ainsi, tout élément de I'image de f est une combinaison linéaire des vecteurs de B.

Théoréme 9.19. Soit V un espace vectoriel de dimension finie, et soit
f:V—V

une application linéaire. Alors les affirmations suivantes sont équivalentes :
(a) [ est injective
(b) Ker(f) = {0}
(c) null(f) =0
(d) rg(f) =n = dim(V).

9.3 Applications linéaires inversibles

Nous avons déja défini I'inverse d’une application linéaire f4 donnée par une matrice inversible
A. Nous allons maintenant généraliser cette notion pour toutes les applications linéaires.

Définition 9.20. Soit f : V — W une application linéaire injective. On définit
fIm(f) — Vv

de la maniére suivante :
Soit w € Im(f). Il existe v € V tel que w = f(v). De plus, comme f est injective, le vecteur v est
unique. On définit alors

fHw) = .

L’application f~! est appelée 'inverse de f.
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Remarque 9.21. Dans le définition ci-dessus, on définit f~! uniquement sur Pespace Im(f). Si
Im(f) = W, c’est-a-dire si f est aussi surjective, alors on peut définir =1 : W — V. On dit alors
que f est inversible.

Remarque 9.22. Une application linéaire f : V. — W est donc dite inversible si et seulement si
elle est bijective.

Théoréme 9.23. Soit f:V — W une application linéaire injective. Alors
(1) (f~Yo f)(v) =v pour tout v e V.
(2) (fo fH)(w)=w pour tout w € Im(f).
(3) =1 est une application linéaire.
Démonstration. (1) Ce point découle directement de la définition de Pinverse.
(2) Soit w € Im(f). Il existe un unique v € V tel que f(v) = w. On a donc
(fof H(w) = f(f ' (w)) = f(v) =w.
——
=v

(3) Soient wq,ws € Im(f) et A € R. Alors

FHwy +we) = fTHf(v1) + f(v2)) pour certains vy, ve € V
= [H(flor+w))
= 1+ va.
Or, f~Yw;) = v; pour i = 1,2. Ainsi
FHwy +wa) = [ wn) + f7H(wa).

La propriété f~!(Aw;) = A\f~1(w;) se montre de maniére analogue.
O

Théoréme 9.24. Soit [ : V. — W une application linéaire injective. Si g : Im(f) — V est
une application telle que (g o f)(v) = v pour tout v € V, alors g = f=1. De plus, on a également
(f og)(w) =w pour tout w € Im(f).

Démonstration. Soit w € Im(f). Par hypothése, on a

(go HFH(w) = f~H(w) (%)

Mais, par le théoréme précédent, cette expression est égale & g(w). Ainsi, g(w) = f~!(w) pour tout

w € Im(f), c’est-a-dire que g = f~1.

En appliquant f des deux cotés de 1’égalité (x), on obtient (f o ¢)(w) = w pour tout w € Im(f). O
Cas particulier

Soit V' un espace vectoriel de dimension finie et f : V' — V une application injective. Alors, par

le théoréme du rang, rg(f) = dim(V) et donc, Im(f) = V. Dans ce cas, l'inverse de f est défini sur
tout V.

Théoréme 9.25. Soient f : V3 — V5 et g : Vo — V3 deux applications linéaires injectives. Alors
go [ est aussi injective et

(gof)y '=flog™"

Démonstration. Soit v; € Vi avec g(f(v1)) = 0. On utilise succesivement l'injectivité de g et de f
pour conclure que v; = 0. La composition g o f est donc bien injective.
Soit vz € Im(g o f). Posons u = (g o f)~!(v3). Montrons que u = (f 1o g~ !)(vs3). On a

(gof)u)=(go f(go f)"(vs)) = vs.

Ainsi,

et
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9.4 Matrice d’une application linéaire

Soient V' et W des espaces vectoriels avec n = dim(V') et m = dim(W). Soit B = {uy,...u,}
une base de V et B’ = {v1,...,v,} une base de W. On sait que les n vecteurs f(u1),..., f(un)
déterminent ’application linéaire f. Notons [f(u;)]s/, les coordonnées de f(u;) dans la base B’'.
C’est un vecteur colonne de taille m. Considérons alors la matrice m x n suivante :

A:( [flu)lg o [f(un)lp )

Cette matrice est notée

HES:
et est appelée la matrice de f par rapport aux bases B et B'. SiV =W et B = B’, on note [f]5 au
lieu de [f]B,B’~

Théoréme 9.26. Soient Vi, Vo et Vs des espaces vectoriels de dimensions finies munis des bases
By, By et Bs respectivement. Soient f1 : Vi — Va et fo : Vo — V3 des applications linéaires. Alors

[fQ © fl]B:s,Bl = [f2]33732 [f1]327Bl'

Démonstration. Posons ny = dim(V;), ng = dim(Va), ng = dim(V3) et

By = {ei,...,en}
By = {b1,...,bn,}
Bs = {B1,...,0ns}
Ecrivons
M1 0 Al f11 e
[f2lBs.B, = : : et [filB,.B, = : :
Anal - Anana Lnal + Hinans

On a (f20 fi)(e1) = fa(fi(e1)) = fa(paibr + - + fny1bn,) = pai fa(br) + - + pny1 f2(bny)
= p11[AM1B+ - F A1 B o F g1 [Ana 81+ -+ A B -
Ainsi, la premiére colonne de [f2 o f1]p,, B, est

P11+ F g1 A,
1121 + o fng1Aon,

,Ull/\ngl + -+ anzl)\ngng

Mais ceci est aussi la premiére colonne de la matrice [f2]p,,B,[f1]B,,B,- En faisant la méme chose
avec les autres colonnes, on remarque que [f2]p,,B,[f1]B,,B: €t [f20 fi]B,, B, sont deux matrices ayant
leurs colonnes égales. On a donc bien ’égalité cherchée. O

Théoréme 9.27. Soit f : V. — V wune application linéaire, et soit B une base de V. Alors les
conditions suivantes sont équivalentes :
(a) Uapplication f est inversible ;

(b) La matrice [f]p est inversible.

Démonstration. Si f est inversible, alors, par le théoréme précédent, [f]g[f s = [fof s = [I]5.
Ainsi, [f]p est inversible et son inverse est [f~!]5.

Réciproquement, si [f]p est inversible, il existe une matrice [¢g]p telle que [f]glg]ls = I = [g]5[f]B-
Par le théoréme ci-dessus, [f o g]p = I = [g o f]B, et les applications f o g et go f sont toutes deux
égales a l'identité. Donc f est bien inversible. O

Théoréme 9.28. Soient V' un espace vectoriel de dimension finie, B et B’ des bases de V et Pp pr
la matrice de changement de base de B’ a B. Soit f : V — V une application linéaire. Alors

(fls = Pglp/f1sPs.5 -
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Démonstration. Soit x € V. Il faut montrer que P];lB, [flePs.B (vV)gr = (f(v))p. Rappelons que
Pﬁ,ﬁs/ = Pp/ p et que Pp p' (v)p = (v)p. On a alors

Pyl flsPes (V) = Peplfls (0)s
= Pp g ([fls(v)B)
= Ppp (f(v)B
(f(v)p-
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Chapitre 10

Applications multilinéaires et
tenseurs

La théorie des tenseurs offre un langage mathématique simple et efficace pour décrire des phé-
noménes naturels, comme la trajectoire d’un satellite, la circulation de la chaleur dans un corps ou
encore la focre électromagnétique d’un électron. L’objectif du présent chapitre est d’introduire la
notion de tenseur ainsi que certaines propriétés associées. Celles-ci permettent, par exemple, d’ex-
pliquer les relations entre des quantités physiques et de prédire leur évolution future.

Dans toute la suite, on considére un espace vectoriel V.

Nous commengons ce chapitre en introduisant, dans le premier paragraphe, les tenseurs d’ordre
(0,1) et ceux d’ordre (1,0) : ce sont des formes linéaires. Dans les paragraphes suivants, nous intro-
duirons les tenseurs d’ordre (0,m) (dits aussi m fois covariants) puis les tenseurs d’ordre (m, 0) (dits
m fois contravariants) avant de définir les tenseurs mixtes (p, q) : ce sont des formes multilinéaires.
L’étude du comportement des tenseurs lors de changements de bases permettra d’expliquer les ter-
minologies covariant et contravariant (paragraphe 10.6). Ce chapitre cloturera avec un paragraphe
sur les champs tensoriels.

10.1 Formes linéaires

10.1.1 Formes linéaires sur V : tenseurs d’ordre (0,1)

Définition 10.1. On appelle forme linéaire ou tenseur d’ordre (0,1) ou encore tenseur covariant
d’ordre 1 sur V toute application linéaire :

f:V—R

Exemple 10.2.

1. SiV = R", I'application de i-iéme projection 7; : (x1, ..., Z,) — x; est une forme linéaire sur V.

2. SiV est lespace vectoriel des matrices carrées de taille n, alors ’application trace M — Tr(M)
définit une application linéaire sur V.

3. Si V est un espace vectoriel muni d’un produit scalaire généralisé <, > et si vy un élément de
V', alors l'application f :V — R définie par f(v) =< v,v9 > est une forme linéaire sur V.

10.1.2 Espace dual, bases duales

Définition 10.3. On appelle espace dual de V ’ensemble, noté V*, des formes linéaires sur V.

143
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On a donc :
V*={f:V—R| [ estlincaire }.

Théoréme 10.4. L’espace dual V* est muni d’une structure d’espace vectoriel.

Démonstration. On vérifie facilement que ’addition des formes linéaires et leur multiplication par
un scalaire satisfont aux propriétés des espaces vectoriels. O

Si V' est un espace vectoriel de dimension finie (voir Chapitre 6 pour la notion de dimension),
alors V* est aussi de dimension finie, et leurs dimensions sont égales. Plus précisément, chaque base
de V détermine une base de V* de la fagon suivante :

Théoréme 10.5. On suppose que lespace V' est de dimension finie, avec dim(V') = n.
Soit B = (eq,...,en) une base de V. Soit B* la famille (a1, ...,a,) de V* ot les a; : V — R sont
des applications linéaires sur V. données par :

ai(ej) = 6ij

et étendues linéairement a V.
Alors, la famille B* forme une base de l’espace dual V*, appelée base duale de la base B.
En particulier, on a bien :
dim(V') = dim(V™).

Rappelons que le symbole d;; désigne le symbole de Kronecker, c’est-a-dire la fonction qui vaut
1sii=j et O sinon.

Démonstration. Soit f une forme linéaire sur V. Puisque toute forme linéaire sur V est déterminée
par ses valeurs prises sur les e;, on a :
n
f=> fi
i=1

avec f; = f(e;). Ceci montre que les «; engendrent ’espace dual V*.
D’autre part, on vérifie facilement que les «; sont linéairement indépendantes. L’ensemble B*
forme donc une base de ’espace V*.
O

Remarque 10.6. Si f est une application linéaire sur V, alors, avec les notations précédentes, on
a f=>, fia; et les coordonnées f; sont appelées les coordonnées covariantes de f.

Exemple 10.7. Considérons la base suivante de V = R? :
B = {61 == (2, 1) , €2 = (3,1)}

Nous allons déterminer la base B* de V* qui est duale de B, c’est-a-dire identifier les formes linéaires
sur R2, notées a1 et as, telles que :

ar(er) =1, aj(es) =0, et as(er) =0, az(ez) =0.
On écrit ces applications sous la forme :

ay(z,y) = ax + by et as(x,y) = cx + dy.
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Il s’agit donc de déterminer les réels a, b, ¢, d.
Les relations précédentes impliquent :

ar(er) =a1(2,1) =2a+b=1

ar(e2) =01(3,1) =3a+b=0
d’otta = —1et b= 3. Puis :

as(e1) = az(2,1) =2c+d=0

as(e) = ag(3,1) =3c+d=1

douc=1etd=—-2.
La base duale est donc :

B" ={ay:(z,y) = -2 +3y; az: (x,y) =z —2y}.

Le théoréme 10.5 implique un résultat plus fort :

Théoréme 10.8. Si V est un espace de dimension finie, alors les espaces V' et V* sont isomorphes.

Démonstration. Soit B = (eq,...,e,) une base de V et soit B* = (a,...,a,) la base duale de V*
correspondante, donnée par le théoréme 10.5. D’aprés ce théoréme, il est évident que ’application :

O 'V — V*

€; = Q;

est un isomorphisme entre V et V*.
Notons que cet isomorphisme dépend de la base B choisie : en ce sens, il n’est pas canonique. O

Il est intéressant de noter les relations suivantes entre une base B = (eq, ..., e,) de V et sa base
duale B* = (a1, ..., o, ) de V*. Ces relations expriment les coordonnées de tout vecteur v (resp. forme
linéaire f) dans la base B (resp. B*) :

YoeV, u
VfeV* f

a1(v)er + ag(v)es + ... + an(v)ey, ;
fler)ar + fle2)az + ... + flen)an.

10.1.3 Formes linéaires sur V* : tenseurs d’ordre (1,0)

L’espace dual V* de V étant encore un espace vectoriel, on peut définir son espace dual. Celui-ci
est noté V** : c’est espace vectoriel formé de toutes les formes linéaires sur V*. Si 'on applique
deux fois le théoréme 10.8, on voit clairement que les espaces V' et V** sont isomorphes, lorsque V'
est de dimension finie. En fait, on a mieux : I'isomorphisme est cette fois canonique, dans le sens
qu’il ne dépend pas de la base choisie sur V. C’est ce que nous montrons dans le théoréme qui suit.

Avant cela, il est utile de faire la remarque suivante : si v est un vecteur de V', ’application :

Bi= f e f(v)

est une forme linéaire sur V*, c’est-a-dire un élément de V**. On définit ainsi une application de
I’espace V' dans son bidual V** donnée par :

v 2 Voo— U

v = V.

Le théoréme est le suivant :

Théoréme 10.9. L’application v est linéaire et injective. De plus, lorsque ’espace V' est de dimen-
sion finie, 1 est un isomorphisme.
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Démonstration. Pour montrer la linéarité, il faut montrer que ¢(k-v+w) = k- ¢(v) + ¢(w) pour tout
k € R et pour tout v,w € V. Il faut donc montrer que k- v +w =k -0+ w. Ce qui est vrai car

(k=0 +w)(f) = flk-v+w) =k f(v) + f(w) = k-5(f) + B(f)

puisque f est linéaire.

Supposons maintenant que t(v) = 0, c’est-a-dire que v(f) = 0 pour tout f € V*. Ceci implique
que f(v) = 0 pour tout f € V* et donc que v = 0. Ceci démontre bien I'injectivité de ¢.

Enfin, si I'on calcule la base duale de B*, on obtient une base de V**, notée :

B = {6,6,....e0)
et 'isomorphisme (cf. notations de la preuve du théoréme 10.8)
V G_B) V* 96" V**

envoie e; sur ;. Cet isomorphisme n’est donc rien d’autre que ¢ (en particulier, ¢ ne dépend plus de
B). Ceci prouve la derniére assertion du théoréme. O

Dans la suite, nous supposerons l'espace V' de dimension finie et nous identifierons souvent
les espaces V et V**. Les vecteurs de V sont appelés tenseurs d’ordre (1,0), ou encore tenseurs
contravariants d’ordre 1.

Avec cette identification, remarquons que si (a1, ..., ) est une base de V*, duale d’une base
(e1,...,en) de V, alors (eq, ..., e,) est aussi une base de V**| duale de la base (a1, ..., o).

10.2 Formes multilinéaires sur V' : tenseurs d’ordre (0,m)

10.2.1 Formes bilinéaires sur V : tenseurs d’ordre (0, 2)

Définition 10.10 (Forme bilinéaire). Une application
VXV —R

est dite bilinéaire si elle est linéaire en chacun des facteurs, autrement dit, si :
(i) flku+v,w) = kf(u,w) + f(v, w) et si
(i) f(u, kv +w) =kf(u,v) + f(u,w).

L’ensemble des formes bilinéaires sur V' est un espace vectoriel ot 'addition et la multiplication
par un scalaire sont données par

(f + g)(u,u) = f(u,v) +g(u,v)

et
(Af)(w,v) = Af(u,v).

Cet espace vectoriel est noté Bil(V,R).
Si B={e1,ea,...,e,} est une base de V, on peut considérer les formes bilinéaires particuliéres

définies par
(a; @ aj)(ex, er) = dig - 1.

L’ensemble des a; ® oj forme alors une base de Bil(V,R). Les coordonnées f;; d’une forme bilinéaire
f quelconque dans cette base sont simplement données par I'évaluation de f au couple (e;,e;).
Explicitement, on a

fij = fleie5)
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et
F=Y i (ai®ay).
4,J
Ainsi, si une base B de V est choisie, une forme bilinéaire sur V' n’est rien d’autre que la donnée
d’une matrice F' = (f;;) de dimension n x n ot n = dim V. Si [u]g (resp. [v]g) désigne le vecteur des
coordonnées de u (resp. v) dans la base B, alors f(u,v) se calcule par le produit matriciel suivant :

f(u,v) = [u]g - F - [v]5.

Une forme bilinéaire sur V est aussi appelée un tenseur d’ordre (0,2) ou encore un tenseur 2 fois
covariant. Cette terminologie provient du comportement de la forme lors d’un changement de base
que nous verrons dans la section 10.6.

Remarque 10.11. La notation ® ci-dessus peut étre prise ici pour une simple notation.

Exemple 10.12. Soit V' = R™. Alors le produit scalaire usuel est une forme bilinéaire (symétrique).
Sa matrice dans la base canonique est I,,.

Un produit scalaire généralisé est une forme bilinéaire (symétrique). Il est représenté par une
matrice A symétrique et définie positive.

10.2.2 Tenseurs d’ordre (0,m)

Définition 10.13 (Forme multilinéaire). Soit V' un espace vectoriel, et soit

f:Vx---xV—R
————

une application. On dit que f est une forme multilinéaire ou tenseur d’ordre (0,m) si pour tout
1<i<m,ona:

for, o 0v; 4 Bwiy . yvm) = af (V1,3 Vi o e Om) + B (01, Wiy U)

pour tout vi,...,Um,W,..., Wy € V et tout a, B € R. Une telle application est appelée tenseur
d’ordre (0,m), ou tenseur covariant d’ordre m. Pour m = 1, on retrouve les formes linéaires sur V,
et pour m = 2 les formes bilinéaires sur V.

Exemple 10.14 (Produit mixte). Le produit mixte
R?® xR?* xR* — R
f@yz)=lz,y2] =2 (yx2)

est un tenseur d’ordre (0, 3).

10.2.3 Quelques interprétations physiques

Avant de poursuivre, voici quelques interpétations physiques des tenseurs d’ordre (0, m) que nous
venons de rencontrer.

1. Les tenseurs d’ordre (0,0) sont les applications linéaires R — R. Ces derniéres étant précisé-
ment de la forme x — ax pour un scalaire a € R, les tenseurs d’ordre (0,0) peuvent donc étre
naturellement identifiés aux scalaires de R. En physique, ils représentent des quantités chiffrées
telles la masse d’un satellite, la température d’un corps ou la charge d’un électron.

2. Les tenseurs d’ordre (0,1) sont les formes linéaires V' — R. Un exemple de tel tenseur est
donné par I'étude de la trajectoire d’un bateau a voile, qui se dirige selon un vecteur unitaire
e. Considérons la force du vent exercée sur ce bateau : elle est représentée par un vecteur
f perpendiculaire & la voile du bateau. Seule la composante e f (produit scalaire) propulse
le bateau & l'avant. L’application f — e f est un tenseur d’ordre (0,1). Le bateau avancera
d’autant plus vite que la quantité ef est grande.

3. Les tenseurs d’ordre (0,2) sont les formes bilinéaires V' x V' — R. Le calcul du moment d’une
force appliquée sur une clef plate pour visser un boulon fournit un exemple.
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10.3 Formes multilinéaires sur V* : tenseurs d’ordre (m,0)

10.3.1 Une remarque sur les tenseurs d’ordre (1,0)

Nous avons vu a la section 10.1.3 que V et V** sont isomorphes si V est de dimension finie (ce
que nous supposons toujours ici). Ainsi un vecteur v € V' peut étre vu comme une forme linéaire U
sur V* :

v:V*—R
f=f).

C’est pourquoi, on identifie les tenseurs d’ordre (1,0) avec les vecteurs. En physique, la direction
que suit la trajectoire d’un électron & un moment donné est représentée par un vecteur et fournit
donc un exemple de tenseur 1 fois contravariant.

10.3.2 Formes bilinéaires sur V* : tenseurs d’ordre (2,0)

Considérons un espace vectoriel V muni d’une base B = {ey,...,e,} et son dual V* muni de la
base duale B* = {a1,...a,}.
On se donne une forme bilinéaire

[V x V" —R.

Cette forme est entiérement déterminée par ses valeurs sur les couples (o, ;).
Rappelons que 'espace vectoriel V** des formes linéaires sur V* est isomorphe canoniquement
a V et admet pour base ’ensemble :

. ~ e
B :{61,...,6n}
ou les ¢; sont donnés par :
éi(a;) = aj(ei) = i
Notons €; ® €; la forme bilinéaire sur V* x V* définie par
e; @ ej(ak,al) = 5ik . 5jl~

On montre de maniére similaire & ce qui a été fait précédemment que ’ensemble

Dans cette base, la forme bilinéaire f s’écrit
F=YY fi-@eeg)
iog

ou fi; = f(a,a;). Le choix de B étant fait (et donc aussi celui de B* et de C), la forme f est
représentée par une matrice F' = (f;;).

Les formes bilinéaires sur V* x V* sont appelées tenseurs d’ordre (2,0), ou encore tenseurs
contravariants d’ordre 2.

10.3.3 Tenseurs d’ordre (m,0)
En généralisant ceci, on peut poser la définition suivante :
Définition 10.15 (Tenseur d’ordre (m,0)). Une application multilinéaire

VixV*x.-..xV*—R

m

est appelée un tenseur d’ordre (m,0) ou tenseur m fois contravariant ou encore tenseur contravariant
d’ordre m.

A nouveau, la terminologie de tenseur contravariant vient du comportement d’une telle applica-
tion lors d’un changement de bases (voir paragraphe 10.6).
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10.4 Tenseurs mixtes d’ordre (p,q)

10.4.1 Tenseurs d’ordre (p,q)

Il existe des tenseurs mixtes, a savoir des tenseurs d’ordre (p,q) qui sont donc (en copiant les
terminologies précédentes) p fois contravariants et ¢ fois covariants.

Définition 10.16 (Tenseur d’ordre (p,q)). Soient p et ¢ des entiers > 0. Un tenseur d’ordre (p, q)
est une application multilinéaire :

VX xV*xVx.---xV —R

p q

10.4.2 Exemple des tenseurs d’ordre (1,1)
Pour illustrer la notion de tenseur d’ordre (1, 1), considérons une application bilinéaire :
f:V*xV —R.
Nous allons montrer qu’une telle application n’est rien d’autre qu'une application linéaire :
¢p:V—V.
On commence par la construction inverse. Etant donnée une application linéaire :
¢o:V—V,
on peut définir une application bilinéaire :
f:V*xV —R

en posant :

fla,u) = ¢(u)(a) = a(p(u)).
On vérifie facilement que f est bilinéaire et que I'association ¢ — f est injective. Vérifions ici
Iinjectivité. Supposons que f soit 'application triviale f(«,u) = 0 pour tout u € V et pour tout
a € V*. Par définition de f, ceci implique que a(¢(u)) = 0 pour tout u et tout «. Mais ceci entraéne
que ¢(u) doit étre nul pour tout u € V' et donc que ¢ est 'application nulle.

Pour des raisons de dimensions, l'injectivité implique la surjectivité et on a donc montré que
donner une application bilinéaire :

f:V*xV —R
est équivalent & donner une application linéaire :

o:V—V.

Ce qui est remarquable, c’est que les matrices de f et de ¢ sont les mémes, une base B de V
étant choisie. Soit B = {ey,...,e,} une base de V et B* = {ay,...,a,} sa base duale. La matrice
de f dans les bases B* et B est définie par Fg+» g = F = (f;;) avec

fij = f(ei, o).

Mais, d’autre part, la j-éme colonne de la matrice [¢]g est donnée par I'image de e; exprimée dans
la base B. Ainsi, on a
[9lij = ci(o(e;)) = [, e5) = fij
ce qui prouve que
[9]5 = Fp -
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10.5 Opérations sur les tenseurs

Sur les tenseurs de méme ordre, on a une opération d’addition et de multiplication par les scalaires
qui en font un espace vectoriel.

Nous avons déja vu cette structure d’espace vectoriel pour les tenseurs d’ordre (0,1) et d’ordre
(0,2), c’est-a-dire sur V* et sur l'espace des formes bilinéaires. La généralisation & tout tenseur se
fait de maniére évidente.

On a aussi une opération de multiplication entre tenseurs. Nous commencons par 1’exemple du
produit de deux formes linéaires :

Exemple 10.17. Soient f,g € V* deux tenseurs d’ordre (0,1),

f: V—R

g : V—R.
on définit leur produit par

b:VxV—R

b(u,v) = f(u)g(v).

C’est une forme bilinéaire, c’est-a-dire un tenseur d’ordre (0, 2).

Plus généralement, on peut multiplier un tenseur d’ordre (p,q) avec un tenseur d’ordre (r, s) et
le résultat est un tenseur d’ordre (p + r, ¢ + s). Voici comment le produit est défini. Soit :

VX xV*'xVx...xV—R

p q

un tenseur d’ordre (p, q) et soit :

g: Vi X XxV*xVx--xV-—R

T S

un tenseur d’ordre (r,s). On définit leur produit :

Fg:V x- - xV*xVx---xV-—R
p+r q+s

par :

(f-9)ar, ... aptr, @1, Zgrs) = flar, ..., ap, T1,. .. Tq)g(Apt1s - - - Qptr; Tgt1s - - - Tgtss)-

Remarque 10.18. L’application identité Id : R — R peut étre considérée comme un tenseur d’ordre
(0,0). I1 joue alors le role d’élément neutre pour le produit défini ci-dessus.

10.6 Changement de bases

Dans ce paragraphe, nous allons étudier le comportement d’un tenseur (ou plutot de ses coordon-
nées) lors d’un changement de bases. Il s’agit ici d’introduire des propriétés importantes des tenseurs
liées aux changements de coordonnées, trés utiles par exemple en physique lorsque 'on change de
systéme référent. D’autre part, les relations obtenues nous permettront d’éclairer les notions de
tenseurs “covariants” et “contravariants”.

Soient donc deux bases de V :

B={e,...,en} et B ={e,....e,}
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D’aprés le paragraphe 6.7, la matrice de passage de la base B’ a la base B est la matrice :
Ppp = (Aij)
dont la j-éme colonne repésente les coordonnées de e’j dans la base B. En d’autres termes
n
i=1
ou encore, matriciellement (avec un petit abus de notation)
e} e1
/
€5 €2
o | =Pl - (10.2)
el €n

D’aprés le théoreme 6.71, la matrice Pgp/ est inversible, et ’'on a :

P[;Bl, = Pp3.

Dans la suite, nous noterons ;; les coefficients de la matrice P/, de sorte que 'on a

n
e = Z ey
k=1
Le but de cette section est de d’étudier le changement de coordonnées des tenseurs

10.6.1 Cas des tenseurs d’ordre (1,0) (vecteurs de V')

La modification des coordonnées d’un vecteur par un changement de bases a déja été étudiée au
chapitre 6, paragraphe 6.7). Rappelons que si v est un vecteur de V et si [v]g (resp. [v]g/) désigne
le vecteur colonne dont les composantes sont les coordonnées de v dans la base B (resp. B'), on a :

[v]s = Psp vl |, (10.3)
ou encore :
[v]g = Pgé, [v]B , (10.4)
chaque v; (resp. v}) désignant la i-éme composante de v dans la base B (resp. B').
10.6.2 Cas des tenseurs d’ordre (0,1) (formes linéaires sur V)
Considérons maintenant une forme linéaire f € V*. Soit B = (ey, ..., €,) une base de V et soit
B* = (ai, ..., ) la base de V*, duale de V.

Matriciellement, en écrivant les vecteurs de V' dans la base B, I'application f est de la forme :

Q= o fa)-
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Le vecteur ligne [f]g- = (f1 ... fn) estlamatrice de f dans la base B*, donnée par f; = f(e;).
En d’autres termes, on a :
n
F=> fiu.
i=1

De méme, si B’ = (¢'l,...,¢e},) est une autre base de V, de base duale B = (of,...,a'n), et si on
note [f]p~ la matrice de f dans cette base, ses coeflicients sont donnés par :
fz/ = f(e;)v

de sorte que :
n
f=_floi.
i=1

Il s’agit d’écrire la matrice de passage de la base B'* 4 la base B* et de voir les modifications sur
les coefficients de la matrice de f.

Pour cela, déterminons d’abord les coeflicients, notés p;; de la matrice de passage Pg-p/+, dont
la j-éme colonne est donnée par les coefficients de ’application ag- dans la base B*.
Des relations 04;- = >, pijoy et ag(ej) = 05, on déduit :

O[;- (61) = Hijs

c’est-a-dire :
pij = GO0y Ykiek)
= Vi

ot les y;; sont les coeflicients de la matrice Pgig = Pgé,.

On a donc prouvé :

Ps-p- = (Pgg)". (10.5)

On peut maintenant calculer les coordonnées de f dans la base B'*, i.e. trouver les fj' tels que
f=2_f
J

Cela s’écrit facilement, en utilisant la relation aj(e}) = d;;

f; = 1)
= 2idif(e)
= 2 Niif(e)
= Zz Aij fi-

On a donc :

(s = Pip - [fls- | (10.6)

On constate que les formes linéaires sur V' se transforment « comme » les vecteurs de base tandis
que les vecteurs se transforment selon la régle inverse (comparer (10.6) avec (10.2) et (10.4)).
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C’est pour cette raison que les vecteurs (ou les formes linéaires sur V*) sont appelés
des tenseurs contravariants d’ordre 1 et les formes linéaires sur V sont appelées des
tenseurs covariants d’ordre 1.

Le qualificatif “contravariant” concernerait donc les tenseurs dont les composantes se trans-
forment contrairement a celles des vecteurs de base. Poursuivons notre investigation...

10.6.3 Cas des tenseurs d’ordre (0,2) (formes bilinéaires sur 1)

On considére une forme bilinéaire f sur V' et sa matrice F' (resp. F’) dans la base B (resp, B').
On peut montrer que l'on a la relation

F' = Pls - F - Pgp. (10.7)

Cette équation est du méme type que la relation (10.6). Les formes bilinéaires suivent les mémes
régles que les formes linéaires lors d’un changement de bases. C’est pourquoi, on dit aussi que les
formes bilinéaires sur V' sont des tenseurs covariants d’ordre 2.

10.6.4 Cas des tenseurs (2,0) (formes bilinéaires sur V'*)

On considére un tenseur d’ordre (2,0), ¢’est-a-dire une forme bilinéaire sur V*. Notons F' (resp.
F’) sa matrice dans la base B* (resp, B*). On a la relation :

F'=Pgg, - F-(Pgg)". (10.8)

On constate que c’est la régle inverse que pour un tenseur d’ordre (0,2) (comparer avec 10.7).
En revanche, c’est une loi similaire a celle qui régit le changement de coordonnées d’un vecteur. Un
tenseur d’ordre (2,0) est donc dit 2 fois contravariant.

10.6.5 Cas des tenseurs d’ordre (1,1)

Lors d’'un changement de bases, on sait comment la matrice d’'une application ¢ : V — V
change. Si @ (resp. ¢') est la matrice de ¢ dans la base B (resp. B’), alors on a

@' = Pgg -9 Pppr.

Via 1’équivalence vue au paragraphe 10.4.2, et tenant compte du fait que ¢ = F, on obtient la
maniére dont les coefficients d’un tenseur d’ordre (1, 1) varient lors d’un changement de bases. C’est
la méme régle que pour une application linéaire. Plus précisément, si

f:V'xV—R

est une application bilinéaire de matrice F' (resp. F”) dans la base B (resp. B’), alors on a

F'=Pgg - F-Psp | (10.9)

On constate que la matrice de changement de base apparait & droite de F' mais que c’est son
inverse qui apparait & gauche. C’est pourquoi, un tenseur d’ordre (1,1) est dit 1 fois covariant et
1 fois contravariant (comparer la relation (10.9) avec Iéquation (10.8) qui donne la régle pour un
tenseur 2 fois covariant.)
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10.6.6 Cas des tenseurs d’ordre (p, q)

Les formules précédentes se généralisent encore... et expliquent pourquoi un tenseur d’ordre (p, q)
est dit p fois contravariant et q fois covariant.

10.7 Champs tensoriels

10.7.1 Définitions

Jusqu’ici, nous n’avons considéré que des tenseurs isolés. En physique, il est plus fréquent de
rencontrer un champ tensoriel, c¢’est-a-dire, la donnée d’un tenseur en tout point de lespace (ou
d’une partie de celui-ci) ou en plusieurs instants.

On considére donc l'espace affine F = R™ et en tout point y de I'espace on considére ’espace
vectoriel V' = R".

Définition 10.19 (Champ tensoriel). Un champ tensoriel est la donnée en tout point y de 'espace
d’un tenseur d’ordre (p,q). Alors que le tenseur varie en fonction du point y € FE, l'ordre (p,q),
quant a lui, est indépendant de y.

Exemple 10.20. Considérons un fluide localisé dans une partie de I'espace E. La vitesse du fluide
en chaque point de 'espace est un tenseur d’ordre (0,1).

En chaque point y € R3, on se donne une base :

B(y) = {e1(y),---en(y)}

dans laquelle on exprimera le champ tensoriel.
Par exemple, on pourrait considérer la base canonique en chaque point y : dans ce cas, la base
ne dépend pas de la position y.

10.7.2 Changements de coordonnées

Supposons que 'on se donne un changement de coordonnées, i.e. en termes mathématiques, une
fonction :

o R* — R"
(xla-“axn) =
Up = Up (L1, ..., Tp)

qui soit de classe C'!, bijective et dont 'inverse est aussi de classe C*.
L’application ¢ transforme, en chaque point y, la base B(y) en une nouvelle base

B'(y) ={e1(y),. ... en()}-

Le dessin ci-dessous illustre la situation dans le cas E = R2.

Explicitement, en chaque point y de I’espace R™, on a un changement de bases qui est donné par

) = 3 S e ()

Notons la dépendance en y dans la formule ci-dessus.
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e2(y)

e1(y)

Définissons la matrice :

1= 0= (G2w).

C’est la matrice de changement de base au point y. Son inverse est donné par
0x;
AP =T = (y) = : .
('Vzg) <8u] (y))

Ces deux matrices dépendent du point y.

10.7.3 Cas d’un champ tensoriel d’ordre (1,0) (champ vectoriel)

Admettons que 'on ait maintenant un champ vectoriel, i.e. la donnée d’un vecteur v de R™ en
tout point y de l'espace R™. Un champ vectoriel (ou champ tensoriel d’ordre (1,0)) est donc la
donnée d’une application :

EFE=R" —R"
y = o(y)

qui & tout point y associe un vecteur v(y).
Notons v;(y) (resp. vi(y)) les coordonnées de v(y) dans la base B(y) (resp. B'(y)). On montre
alors qu’on a la relation suivante :

) =3 24 (s (y)

L Hg;
; J

ou matriciellement
[]=T"-[v].

Cette régle est similaire a celle obtenue en (10.3), avec comme seule différence que la matrice de
changement de bases dépend du point y et est donnée par la matrice jacobienne I" = A~ L.
On parle dans ce cas de champ contravariant.

10.7.4 Cas d’un champ tensoriel d’ordre (0, 1)

Soit w un champ de formes linéaires, i.e. la donnée en tout point y de ’espace d’une forme linéaire
w(y) : R" — R.
On peut, en tout point y, considérer la base duale de B(y) que ’on note B*(y). Comme précédemment,

B*(y) = {ai(y)}

alors chaque forme linéaire w(y) s’écrit

w(y) = Zwi(y) ~ai(y).
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Le changement de coordonnées donné par ¢ induit un changements des coordonnées w;(y) qui suit
la régle suivante :

ox;
j 1

(y)w;(y)

qui s’écrit matricellement
[w] = AT - [w]

ou encore

[w] = (A=) [w'] (10.10)

Ce résultat n’est pas surprenant. L’équation (10.10) est semblable a la relation (10.6), la matrice
Pgp ayant été remplagée par la matrice A.
On parle dans ce cas d'un champ covariant.

10.7.5 Cas d’un champ quelconque

On peut généraliser ce qui précéde au cas d'un champ tensoriel d’ordre (p,¢) quelconque. Les
changements de coordonnées se font de la méme maniére que pour un tenseur d’ordre (p,q) a la
différence prés, a nouveau, que la matrice de changement de bases dépend du point y (et de ). On

remplace ainsi la matrice
Pgp

Ou;
A= L.
(3%‘)

par la matrice
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