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Exercice 1. Soit la matrice A= ;l j2 }8 g .
0 0 0 1

a. Déterminer si elle est inversible.
b. Si A est inversible déterminer son inverse.
c. Si A n’est pas inversible, déterminer une matrice B, non nulle, appartenant & My(R) telle que AB=(0).

d. Est-ce que I’application linéaire f, de R* vers R* , dont la matrice standard est A, est une surjection de R*
sur R?® ? Justifier.

e. Déterminer une base et la dimension de Ker(A).
f. Déterminer la dimension et une base de col(A).

g. On concaténe cette base de Ker(A) et cette base de col(A); vérifier si cela donne une base de R*.
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Exercice 2. Soit la matrice M :k

R =N=N]
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a. Déterminer si elle est inversible.

1
b. On pose V :k _11 }; calculer MV.
-1

c. Déterminer le noyau de M et une base de Ker(M).
d. Déterminer la dimension de ’espace des colonnes de M et une base de celui-ci.

e. Montrer que la concaténation de cette base de Ker(M) et de cette base de col(M) crée une base de R? ; on
la désignera par B’ et on désigne la base standard de R* par B.

f. Déterminer la matrice Pgp.

Exercice 3. Soit ’ensemble E des polynoémes a coefficients réels et de degré inférieur ou égal & 3; on admettra
que c’est un espace vectoriel de dimension 4 et qu’il posséde comme base B=(1, X, X2, X3).

a. Montrer que les polynémes Qo(X) = (X — 1)(X — 2)(X — 3), @Q1(X) = X(X — 2)(X — 3), Q(X) =
X(X —1)(X —3), Q3(X)=X(X —1)(X —2) forment une base de E que I’on désignera par B’.

b. Déterminer la matrice de passage Ppp-.
c. On considére considére désormais E avec la base B’, exprimer Q(0),Q(1),Q(2),Q(3) en fonction des coordon-

nées X, X1, X2, x3 d’'un polyndéme Q(X) dans cette base.

Q1)
d. On définit ’application linéaire f de E vers R® pour tout polynéme Q par f(Q)z( Q(2) ); déterminer une
Q(3)
0
base et la dimension de ’espace vectoriel {P(X) €E, f(P)= ( 0 )}
0

e. Montrer que f est une surjection de E sur R3.
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Exercice 4. On désigne par N la matrice k :i —11 711 :1 }
-1 -1 -1 1
a. Déterminer si N est inversible.

b. Si N est inversible, déterminer son inverse.

c. Montrer que ’application linéaire f R* vers R?, dont la matrice standard est N, est une bijection.

1
d. Déterminer les solutions du systéme d’équations NX:k i } .
1

e. Déterminer le noyau de N-2I et le noyau de N+4-2I (bases et dimensions).

f. Montrer si on concaténe des bases de chacun de ces noyaux on obtient une base de R%.
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Exercice 5. On désigne par U la matrice k

a. Déterminer si U est inversible.

oO=OoOOo

b. Si U n’est pas inversible déterminer son noyau et une base de celui-ci.

c. Déterminer une base de ’espace des colonnes de U.

d. Montrer que la réunion des deux bases trouvées (dans ’ordre suivant: d’abord la base trouvée pour Ker(U),
puis celle trouvée pour col(U)) est une base B’ de R*.

e. Déterminer la matrice de passage de la base standard B de R* 4 la base B’.

f. Un vecteur v de R* a pour coordonnées dans la, base standard (1,1,1,1) déterminer ses coordonnées dans la

base B’.
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Exercice 6. On désigne par V la matrice k

== OoOo
= OO0Oo

o)

a. Déterminer le noyau de V et I’espace des colonnes de V.

1

b. Montrer que Ker(V) est inclus dans col(V); sont-ils égaux ?

c. Montrer qu’il existe un entier ng tel que Vn>ng V"*=(0).

d. Déterminer la dimension du sous-espace suivant de M4(IR): Vect(I4,V,VZ V3 V4).
e. Montrer que J=—1I4+ V est inversible et déterminer son inverse.

f. Déterminer ’ensemble des vecteurs colonnes Xe My 1(R) tels que VX=X.

Exercice 7. On considére I’espace vectoriel R? et sa base standard B = (e1,62, €3, €4) et les vecteurs vy =
€1 —€2+€3—€4,V2 =€1 +€2+ €3+ ¢€4.

a. Déterminer si la famille (vq,v2) est libre.
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c. Montrer que Ker(A2)=Ker(A) et déterminer leur dimension commune..

b. Déterminer le rang de la matrice A= k
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d. Déterminer les dimensions de col(A) et de col(A2) et montrer que ces deux sous-espaces vectoriels sont égaux.

e. On considére les vecteurs v3=¢e1 — €3, v4 =e2 — +e4; montrer que (v1,v2, v3,v4) est une base de R* que l'on
désignera par B’.

f. Déterminer la matrice de passage Ppp’.
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Exercice 8. Soit f 'application linéaire de R? vers R*, de matrice standard W:k —21 i (15 }
2 -8 —2

a. Déterminer Ker(W) , sa dimension et une base.
b. Déterminer ’espace des colonnes col(W) et une base.

c. On désigne par F I’ensemble des y€RR* pour lesquels 1’équation f(x)=y posséde des solutions; montrer que F
est un espace vectoriel dont on déterminera une base.

d. Montrer que quel que soit y€F ’ensemble des solutions de 1'équation f(x)=y posséde PLUS qu’une solution.
e. On considére 'application g de M3(IR) vers My 3(IR) définie par M — WM; on admet qu’elle est linéaire
et on désigne par (£1,e2,¢3) la base standard de R3.

bv; cv; )

bvy cva
bvs c¢v3

avy
avy

Montrer que si v=wv1e1 + vaga + v3e3 appartient & Ker(g) alors, pour tout (a,b,c) de R3 la matrice <
avs

appartient & Ker(g).

f. Montrer que Ker(g) est un espace vectoriel de dimension 3.
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Exercice 9. Soit f I’application linéaire de R? vers IR3, de matrice standard Z:( 1 0 -1 )
-1 1 0

a.. Déterminer une base et la dimension de Ker(Z).

b. Déterminer la dimension et une base de ’espace des colonnes col(Z).
c. Montrer que Ker(Z2)=Ker(Z).

d. Montrer que col(Z?)=col(Z2).

e. Déterminer si les matrices 1,%,Z2 sont liées.

f. Montrer que si n est impair Z™ est liée & Z et si n est pair Z" est lice & Z2.
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Exercice 10. Soit la matrice A:k (1) 8 8 é )
0100

a. Calculer A2

b. On désigne par E ’ensemble des matrices de la forme x4 + yA; montrer que E un espace vectoriel dont on
déterminera la dimension.

c. Déterminer si I4+-A, I-A, sont inversibles.
d. Montrer que si #2+ y2? xI+yA est inversible.

e. Montrer que I’ensemble F={V € R*, AV = V'} est un sous-espace vectoriel dont on déterminera une base et
la dimension.

f. Montrer que I’ensemble G={V € R* AV =-V} est un sous-espace vectoriel dont on déterminera une base et
la dimension.

g. Montrer que tout vecteur W de R* s’écrit comme une somme Vi+Va ot Vi € F,Vy €G.
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Exercice 11. Soit B=| -1 0o 1 |.
-1 0

a. Déterminer une base et la dimension de Ker(B).

b. Déterminer la dimension et une base de ’espace des colonnes col(B).
c. Montrer que Ker(B?)=Ker(B).

d. Montrer que col(B2)=col(B)

e. Déterminer si les matrices I,B,B? sont liées.

f. Montrer que si n est impair B™ est liée & B et si n est pair B” est liée & B2
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Exercice 12. Soit C= 0o o0 1 -1
00 o0 1

a. Déterminer si C est inversible.

b. Déterminer des matrices élémentaires dont le produit est égal & C.
c. Déterminer la dimension et une base de ’espace des colonnes col(C).
d. Montrer que les matrices I, C', C2,C3,C* sont liées.

e. Quelle est la dimension du plus petit espace vectoriel qui contienne toutes les puissances de C?

0
Exercice 13. Soit M:k 1
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a. Déterminer si M est inversible.
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b. Déterminer des matrices élémentaires dont le produit est égal a M.
c. Déterminer la dimension et une base de I’espace des colonnes col(M).
d. Montrer que les matrices I4, M, M? sont liées.

e. Quelle est la dimension du plus petit sous-espace vectoriel qui contienne toutes les puissssances de M 7

Exercice 14. Soit E=R3[X], 'espace vectoriel des polyndémes de degré inférieur ou égal a 3, qui posséde la base
B=(1,X,X2 X3



a. Montrer que les polynémes X3, X2(X — 1), X(X — 1)2, (X — 1)3 forment une base de E, que 'on désignera
par B’.

b. Déterminer la matrice de passage Ppp- ainsi que le matrice de passage Pp/B.

c. On s’intéresse aux polynémes qui ont exactement les mémes coodonnées dans la base B et dans la base B’;
en étudiant la matrice Pgp’ — I4, déterminer ces polyndmes.

d. On considére lapplication f de R3[X] vers lui-méme qui, & tout polynéme P(X) associe le reste de sa division
euclidienne par X2 — X ; montrer que f est une application linéaire, déterminer son noyau et une base C de celui-ci.

e. Montrer que quel que soit le polynéome R(X) de degré inférieur ou égal a 1 il existe (au moins) un polynéme
P(X) de R3[X] tel que R(X)={(P(X)).

f. Déterminer une base C’ de E qui contienne C.

Up=1,U;=2,Us=—1

Exercice 15. O ide ite réelle (U, défini .
X n considére une suite réelle (Up)n en définie par { VYne€N,Upy3=—2Unt2+ Upt1+2U,

Upi2
a. On pose pour chaque n V,, = ( Uni1 ), déterminer une matrice A telle que Vn € N, V,, 11 = AV,,.

Un

b. En vous inspirant d’exercices traités en classe déterminer les réels x tels que det(A-xI)=0, puis pour chacun
de ces réels le noyau, une base et la dimension de Ker(A-xI).

c. Montrer que la concaténation de ces bases fournit une base B’ de R3.
d. On appelle B la base standard de R?®, déterminer Ppp..

e. Montrer en vous inspirant d’exercices traités en classe que PB_Bl /APpp’ est une matrice diagonale, que l'on
pourra désigner par D.

f. Déterminer en vous inspirant d’exercices traités en classe la valeur de Vaq, puis de Usg.
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Exercice 16. Soit la matrice A=| 0 0 0 0 o [et’application linéaire f de R® vers R®, de matrice standard A.
00010
00001

a. Déterminer Ker(A?), une base et sa dimension.

b. Déterminer col(A3), une base et sa dimension.

c. Montrer que l'intersection de Ker(A3) et de col(A?%) est égale a {0}.

d. Montrer que la concaténation de cette base de Ker(A3) et de cette base de col(A®) fournit une base B’ de IR5.
e. En vous aidant de la base de col(A%) montrer que le seul vecteur v € col(A3) tel que f(v)=0 est 0.

f. En vous aidant de la base de col(A3) montrer que Yw € col(A3) F v € col(A3)tel que f(v)=w.

Up=1,U;=2,Us=—1

Exercice 17. O ide ite réelle (U, défini .
X n considére une suite réelle (Up)n en définie par { ¥n € N, Upsg=Unsa+AUns1 — AUy,

Upy2
a. On pose pour chaque n V,, = ( Uni1 ), déterminer une matrice A telle que Vn € N, V,, 11 = AV,,.
Un

b. En vous inspirant d’exercices traités en classe déterminer les réels x tels que det(A-xI)=0, puis pour chacun
de ces réels le noyau, une base et la dimension de Ker(A-xI).

c. Montrer que la concaténation de ces bases fournit une base B’ de R3.
d. On appelle B la base standard de R3, déterminer Pgp-.

e. Montrer en vous inspirant d’exercices traités en classe que PB_Bl /APpp’ est une matrice diagonale, que 'on
pourra désigner par D.

f. Déterminer en vous inspirant d’exercices traités en classe la valeur de Vi5, puis de Ujs
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Exercice 18. Soit la matrice A= et ’application linéaire f de R® vers IR®, de matrice standard
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A.

a. Déterminer Ker(A3), une base et sa dimension.



b. Déterminer col(A3), une base et sa dimension.

c. Montrer que I'intersection de Ker(A3) et de col(A3) est égale a {0}.

d. Montrer que la concaténation de cette base de Ker(A3) et de cette base de col(A®) fournit une base B’ de IR5.
e. En vous aidant de la base de col(A3) montrer que le seul vecteur v € col(A?) tel que f(v)=0 est 0.

f. En vous aidant de la base de col(A%) montrer que Yw € col(A3) 3 v € col(A3)tel que f(v)=w.
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Exercice 19. Soit la matrice A=| 0 0 0 0 1 [; on désigne par B la base standard de R5.
00100
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a. Montrer que A est inversible.

b. Trouver un entier p € N\{0, 1}, AP = A; déterminer t=min{p € N\{0,1}, AP=A}.

c. Déterminer le noyau de A-I, une base et la dimension de celui-ci.

d. Déterminer le noyau de A+I, une base et la dimension de celui-ci.

e. Montrer que la concaténation de ces deux bases fournit une famille libre, est-ce une base de R® ?

f. Décomposer A en la somme d’une matrice symétrique S et d’une matrice antisymétrique T; déterminer parmi
S et T celle qui a le plus grand rang.
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Exercice 20. Soit la matrice S=| 0 0 1 1 1 |; on désigne par B la base standard de IRS.
00111
00111

a. Calculer S2, S3; déterminer si I5, S, 52,53 sont liées.

b. Déterminer les réels x tels que det(S-xI5)=0.

c. Déterminer le rang de A, la dimension de Ker(A) et une base de celui-ci.

d. Déterminer une base de col(A).

e. Montrer que la concaténation de ces deux bases fournit une base B’ de R®.

f. Déterminer la matrice de passage Pp/p.



