EFREI & ESIGETEL -L1 Fonctions et variations

CORRIGE CONTROLE ECRIT Octobre 2012
Exercice n°1 :(3 points)
1. Soit f une fonction continue sur un intervalle [a ; b]. On suppose en outre que f est n fois dérivable sur
[a; b] et est n+1 fois dérivable en a. Alors, il existe une fonction notée ¢ vérifiant lim £(x) =0 telle

X—a

que pour tout x appartenant a [a ; b]
F(x)=f(a)+(x— a)f(a)+(X2 Y fraye . X2 ;I"") f(M(a)+(x—a)"s(x)

2. La fonction f définie sur R par f(x) = e* est indéfiniment dérivable sur R. On peut donc lui
appliquer le théoreme énoncé ci-dessus.
vn € N*, f®(x) = e* donc vn € N*, f™(0) = ¢® = 1. On a donc, a I’ordre 3 en 0 :
x2 x3
=1l+x+—+—+x3E), ou lim&(x) =0
2! 3! x-0
Exercice n°2 :(4 points)
Théoréme des accroissements finis : Soit f une fonction continue sur un intervalle [a ; b], dérivable sur
I’intervalle ouvert ]a ; b[. Alors, il existe un point ¢ € Ja;b[ tel que f(b)— f(a)= f'(c)(b—a).
Soit la fonction g définie sur [a ;b] par :
g@) =) - f@kx—a) - (f&) - f(@)®—-a)
La fonction g est continue sur [a ;b] et est dérivable sur ]a ;b[. De plus, g(a) = 0 et g(b) = 0 donc
d’aprés le théoréme de Rolle, il existe ¢ appartenant a ]a ;b[tel que g'(c) = 0.
Org'(x) = f(b) — f(a) = f'(x)(b —a). Donc g'(c) = 0 & f(b) — f(a) = f'(c)(b — ).
Exercice n°3 :(3 points)
La fonction f est continue et dérivable sur [0 ;+oo[ comme composée de fonctions continues et dérivables
1 2x
. ! — >
Vx € [0; +oo[, f'(x) = 2x X T+ A 1x0)? 1+(1+x2)2 >0carx =0
Donc la fonction f est strictement croissante sur [0; +oo[. De plus, f(0) = arctan(1) = % et
lim (1+ x?) = +
x—+00 . T
7 = lim f(x) ==
X—+00 2

lim arctanx = —
X—+00 2

Donc f est une bijection de [0; +oo[ sur [E ; g[

Vxe[ 2[3’ fFlxyex=f(y)e x=arctan(l+y?) ©tanx=1+y? o y=+vtanx — 1

Donc la bijection réciproque de f est définie sur [Z; E[ par f~1(x) = +Vtanx — 1

Exercice n°4 :(10 points)
1. Lafonction f est continue sur R* comme quotient de fonctions continues.

2x
en 0,sin(2x) = 2x donc f(x) = ~ = 2 donc lir% f(x) =2 = f(0)donc f continue en 0
X—

Donc la fonction f est continue sur R.

2. En appliquant la formule de Taylor Young a la fonction x +— sin(2x) en 0 a I’ordre 3, on obtient :
2 3

X 4
sin(2x) = 0+2x+§><0+—><( 8) + x3e(x) = 2x—§x + x3&(x) ou hme(x) =0
3. La fonction f est dérivable sur R* comme quotient de fonctions dérivables.

0: f(x)—f(O) Si“fc—z")—z 2—%x2+x28(x)—2 4

= =-3x + xe(x) en utilisant 2.

X X
0 4
donc li OM lirré (— 3% + xs(x)) =0 donc f dérivableenOet f'(0) =0
xX— — x—

1 1 1
4Vx #0,-1<sin(2x) <1=>Vx>0,——<f(x) <—= lim f(x)=0car lim —=0
X X X—+00 x—+00 X

De méme, lim f(x) = 0. La droite:y = 0 est asymptote a la courbe de f.
X——00



