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Chapitre 1

Rappels et notations

1.1 Lettres grecques

L’alphabet grec est d’usage courant en mathématiques, souvent pour permettre de
différencier le role des différentes variables qui apparaissent dans un probléme (un para-
meétre d’une variable, un nombre d’un vecteur...). Le voici en majuscules et minuscules :

Nom Minuscule Majuscule
alpha
beta
gamma
delta
epsilon
dzeta
eta
theta
iota
kappa
lambda
mu

nu
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1.2 Ensembles connus

On rappelle que

- N={0,1,2,3,...} est 'ensemble des nombres entiers naturels (positifs ou nuls),

- 7Z={..,-2,—1,0,1,2,...} est 'ensemble des nombres entiers relatifs (de signe
quelconque),

— @ est 'ensemble des nombres rationnels, c’est-a-dire ’ensemble des nombres qui
peuvent s’écrire sous la forme § ou p et ¢ sont des nombres entiers relatifs, ¢ non
nul,

— R est I'ensemble des nombres réels,

— C est 'ensemble des nombres complexes, c’est-a-dire ’ensemble des nombres qui
peuvent s’écrire sous la forme a + ib ol a et b sont des réels et 2 = —1.

Nous verrons dans ce cours la construction d’une partie de ces ensembles en admettant
la construction d’autres. Notons tout de méme la liste d’inclusions :

NcZcQcRcC

Les sous-ensembles suivants de R sont souvent utilisés :
~ Rt ={z € R, x > 0} est I'ensemble des nombres réels positifs,
-~ R ={z e R, x <0} est I'ensemble des nombres réels négatifs,
— R*={z € R, x # 0} est I'ensemble des nombres réels non nuls,
— R™ ={z € R, 2 > 0} est 'ensemble des nombres réels strictement positifs,
On peut définir de méme les nombres réels strictement négatifs, les nombres rationnels
postifs etc...
On utilise aussi les intervalles de R qui peuvent étre de formes variées. Soient a et b
deux nombres réels tels que a < b,
— [a,b] = {z € R, a <z < b} est I'intervalle fermé borné (ou segment) d’extrémités
a et b. Si a = b, cet intervalle est réduit & un point.
— [a,+oo[={z € R, a < z} est 'intervalle fermé & gauche d’extrémité a et non borné
(ou demi-droite fermée a gauche).
— | —o00,a] = {x € R, x < a} est I'intervalle fermé a droite d’extrémité a et non borné
(ou demi-droite fermée a droite).
Sia < b, on a aussi
— la,b]={x € R, a < z < b} est I'intervalle ouvert borné d’extrémités a et b.
— Ja,+oo[={z € R, a < z} est I'intervalle ouvert a gauche d’extrémité a et non borné
(ou demi-droite ouverte a gauche).
— |—o0,a[={x € R, x < a} est I'intervalle ouvert a droite d’extrémité a et non borné
(ou demi-droite ouverte a droite).

1.3 Valeur absolue et Inégalités dans R

Définition 1.1. La valeur absolue se définit par

| = zsixr >0
)l —zsiz <0



Ceci peut se résumer de la fagon suivante :
2| = Va?
L’égalité suivante se traduit par
[z =yl @ z=y OUzx=—y
L inéquation suivante se traduit par
z|<ae —a<z<asr>—-aFETz<a

Proposition 1.2. Soient (z,y,2,t) € R* quatre nombres réels.

1. Sixy # 0 alors xy et % sont de signe : positif si x et y sont de méme signe, négatif
st x ety sont de signes contraires.

2. Six<tety<zalorsx+y<t+z (fauzr pour la soustraction!!)

3. 50<z<tet0<y<zalorsxy <tz. (fauxr en général si les nombres ne sont
pas tous positifs)

4. Si0<z<y alors%>i>0, 0<a?<y?et0<x <y (fauz en général siles
nombres ne sont pas tous positifs)

5 Six>lalorsl < Jr<zx<a?<zd<....

6. Si0<zx<lalorsO<---<ad<z’<ax<r<l.

Proposition 1.3. (Inégalité triangulaire)
Pour tout couple de réels (a,b) € R?,

|a+ 0 <a| + [b]

et plus généralement
lla| — ]| < |a —b[ < af 4 [b]
Proposition 1.4. Pour tout couple de réels (a,b) € R?,
2 b2
ab < @+
2

Démonstration Tout carré d’un nombre réel est positif. En particulier, pour tout couple
de réels (a,b) € R?,

(a—0b)*=a*—2ab+b*>0

. . 2 2
Ainsi, ab < %. o

Remarque 1.5. Une généralisation de cette inégalité appelée inégalité de Young existe :

Pour tout couple de réels (a,b) € R?, et tous réels strictement positifs p et q tels que
1 1
4+ =1
p q
a? b
ab< —+ —
p q

Elle s’obtient en utilisant la concavité de la fonction logarithme.



1.4 Sommes et Produits

Définition 1.6. Soit n € N un entier naturel. Soit f une application de N dans R. Alors

Zf 0)+ f(1)+ -+ f(n—=1)+ f(n)

Ce résultat ne dépend jamazis de k.

Exemple 1.7. L’indice k est un indice de sommation "muet”. On peut lui donner le nom

que [’on veut.
n

zn:k‘ = zn:l = Z prof = —n(n2—i— D
k=0 1=0

prof=0

Proposition 1.8. Si ¢ est une bijection de {mg,--- ,m,} dans {0,--- ,n}, on peut ef-
fectuer un changement d’indices selon la régle suivante

S rk =S fooll)
k=0 l=myg

Ce résultat ne dépend ni de k ni de [.

Cette propriété est I’équivalent discret (c’est-a-dire sur des indices entiers) du change-
ment de variables que vous connaissez sur les intégrales (dit continu).

n n+1
Exemple 1.9. > ¥ =Y (-1 ou¢()=1-1=kel=k+1.
k=0 =1

Définition 1.10. Soit n € N un entier naturel. Soit f une application de N dans R. Alors

[T 7k = F0) x f(1) -+ % f(n=1) x f(n)

Ce résultat ne dépend jamazis de k.

Pour étudier les produits, on utilise la fonction logarithme pour se ramener a 1’étude
d’une somme.

1.5 Factoriels et Puissances

Définition 1.11. Soit n un entier naturel. L’entier noté n! (qui se lit "factoriel n" ou
"factorielle n") se définit par récurrence comme

=1 nl=nx(n-1)!

Par convention, on pose 0! = 1.

10



On montre facilement par récurrence que pour n € N*,
nl=nxm-—1)x---x2x1

Proposition 1.12. Soit (n,p) deuz entiers naturels non nuls tels que p < n

1. nl=nx(n-1)

2. (nf—!p)!:nx (n—1)x---x(n—p+1)

3. Z—;:nx(n—l)x---x (p+1)
Définition 1.13. Soit n un entier naturel et x un réel. Le nombre réel "x puissance n"
noté x™ se définit par récurrence comme

1

=z 2" =g x 2™

Par convention, on pose 2° = 1.

On montre facilement par récurrence que pour n € N*,

x":gxxx~'-xxxx

-~

n fois
Proposition 1.14. Soit (n,p) deux entiers naturels
1. 2" =2 x v
2. " =" x P

3. " = (z")P

11
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Chapitre 2

Introduction

En mathématiques, on travaille avec des objets abstraits (nombres, ensembles, appli-
cations, vecteurs,...) qui n’ont pas de réalité physique mais qui servent d’intermédiaires
de calcul. Pour les utiliser, nous formons des assertions ou propositions logiques sur ces
objets qui peuvent étre vraies (V) ou fausses (F).

Exemple 2.1. 3 < 5 est une assertion vraie. 3 > 5 est une assertion fausse.
On notera souvent P, ), R,... les assertions.

Exercice 2.2. Donner parmi les assertions suivantes celles qui sont vraies ou fausses :
1. "3 est un entier pair”,
2. "(10+2)? = 144",
3. "2 >0
L’objet des mathématiques est d’énoncer des assertions vraies, utiles et élégantes.
Une théorie mathématique se définit par la donnée d’assertions que 'on décide vraies,
appelées axiomes.
Dans une théorie, on démontre que certaines assertions sont vraies en utilisant les axiomes

et des régles de logique (c¢f chapitre 3). Ces assertions seront appelées théorémes, propo-
sitions, propriétés ou lemmes.

13
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Chapitre 3

Opérations sur les assertions

3.1 Négation

Définition 3.1. Si P est une assertion, on définit une nouvelle assertion, la négation
de P, notée "(NON P)" ou "=P", qui est fausse si P est vraie et vraie si P est fausse,
ausst représentée par le tableau de vérité suivant :

P | NON P
F V
V F

Exemple 3.2.

- NON(3 < 5) est une assertion fausse.
— NON(3 =5) est une assertion vraie.

Une théorie est dite contradictoire si elle contient une assertion & la fois vraie et
fausse, car dans ce cas toutes les assertions sont a la fois vraies et fausses. On admet que
les axiomes utilisés forment une théorie non contradictoire, dite cohérente.

Principe du tiers exclus : Dans la suite, les assertions sont soit vraies, soit fausses,
excluant le cas d’assertions indécidables, c’est-a-dire simultanément ni vraies ni fausses.

3.2 Equivalence

Définition 3.3. 5i P et Q sont deux assertions, on définit l'assertion P < @, lue "P
équivalente a ", par la table de vérité suivante :

Pl Q|P&sQ
ViV vV
VI F F
FlV F
F|F Vv

15



Remarque 3.4. P < Q) est vraie si et seulement st P et () sont de méme nature, c’est-
a-dire vraies simultanément ou fausses simultanément.

Exemple 3.5. "Jean est le fils de Jacques" < "Jacques est le pére de Jean".

3.3 Conjonction et disjonction

Définition 3.6. Si P et (Q sont deux assertions, on définit la conjonction de P et (),
notée "(P ET Q)" ou P A Q par la table de vérité suivante :

PIQ|PETQ
ViV Vv
VIF| F
FlV] F
FlF| F

L’assertion (P ET Q) est vraie si et seulement si P et () sont vraies simultanément,
elle est fausse dans tous les autres cas.

Définition 3.7. Si P et (Q sont deux assertions, on définit la disjonction de P et @), notée
"(P OU Q)" ou PV Q, par la table de vérité suivante :

PIQIPOUQ
VIV Vv
VIF v
FlV Vv
F|F F

L’assertion (P OU Q) est vraie si P est vraie ou si ) est vraie. Elle n’est fausse que si
P et () sont simultanément fausses.

Remarque 3.8. Contrairement a l'utilisation courante de la langue francaise, le "OU"
n'est pas exclusif, c’est-a-dire que que la proposition (P OU Q) est vraie si P est vraie ou
st @ est vraie ou st les deux sont vraies.

Par exemple, quand il est écrit sur un menu "fromage ou dessert”, vous n’avez pas
le droit de commander les deux! Mais en mathématique, cela signifie que vous pouvez
prendre ['un ou 'autre ou les deux...

Exemple 3.9. (M. Xia désigne un éléve de I’INSA) Soit P l’assertion "M. Xia est un
éleve de I'INSA", Q "M. Xia est lycéen", R "M. Xia a le bac ou un diplome équivalent”.
Alors (P ET Q) est fausse, (P OU Q) est vraie, (P ET R) est vraie.

Proposition 3.10 (Commutativité). Pour toutes propositions logiques P et @, on a
tougours les équivalences suivantes :

(PETQ) < (Q ETP), (3.1)
(P OUQ) < (Q OUP). (3.2)

16



Démonstration

PIQ[PETQ[QETP[POUQ[QOUP
VIV V V V %
V| F F F V v
F |V F F V \Y
F|F F F F F

Proposition 3.11. Pour toute proposition logique P,

NON(NON(P)) & P.
P ET NON(P) est toujours fausse.
P OU NON(P) est toujours vraie.

Démonstration Ecrivons la table de vérité correspondante :

P [ NON(P) [ NON(NON(P)) [ (3.3) [ P ET NON(P) [ P OU NON(P)
v F v v F V
F vV F v F Vv

Théoréme 3.12 (Lois de Morgan). Pour deuz assertions P et ), les équivalences sui-
vantes sont toujours vraies :

NON(P ET Q) < (NON(P) OU NON(Q)),
NON(P OUQ) < (NON(P) ET NON(Q)).

Démonstration Ecrivons la table de vérité de la premiére proposition :

P[QPETQ[NON(PETQ) | NON(P) | NON(Q) | NON(P) OU NON(Q) [ (3.6
V]V % F F F F v
V|F F v F v V \
F |V F % v F v v
F|F F v v Y v v

Démontrons 1'équivalence 3.7 :

NON(P OU Q) < NON[NON(NON(P)) OU NON(NON(Q))]
& NON [NON (NON(P) ET NON(Q))]
& NON(P) ET NON(Q)

(d’apres (3.3))
(d’apres (3.6))
(d’aprés (3.3)).

O

17



Théoréme 3.13 (Associativité). Pour trois assertions P, Q) et R, les équivalences sui-
vantes sont toujours vraies :

POU(Q OUR) & (P OUQ) OUR, on écrit P OUQ OU R, (3.8)

P ET(Q ETR) < (P ETQ) ETR, on écrit P ETQ ET R. (3.9)

Démonstration Faisons la preuve de la premiére équivalence (3.8) :

QOUR[POU(QOUR)[POUQ[ (POUQ) OUR

| | | | < < < <| O
o | < < = 1| < <O
| < | < | < 1] <| =
| <| < <|H| <] < <
| < < <] <| < <] <
i < < <l < <<
| < < <] <| < < <

Exercice 3.14. Prouver la seconde équivalence (3.9)

Théoréme 3.15 (Distributivité). Soit P, Q et R 3 assertions, on a :

P ET(Q OUR) < (P ETQ) OU(P ETR), (3.10)
P OU(Q ETR) < (P OUQ) ET (P OUR). (3.11)

Démonstration Preuve de la distributivité (3.10) de ET sur OU.

P[Q/R|QOUR[PET (QOUR) [PETQ[PETR] (P ET Q) OU (P ET R)
VIVIV] V V v V V
VIVIF|] V V V F V
VIF|V] V v F V V
V|F|F F % F F F
FIV[V] V F F F F
FIV|F| V F F F F
FIF|V] V F F F F
F|F|F F F F F F

Prouvons la seconde équivalence (3.11) : (NON P), (NON Q) et (NON R) sont trois
assertions auxquelles nous appliquons la premiére équivalence (3.10) :

(NON P) ET ((NON Q) OU (NON R))
& ((NON P) ET (NON Q)) OU ((NON P) ET (NON R)).

18



D’apreés les lois de Morgan, elle se réécrit :

(NON P) ET (NON (Q ET R)) < (NON (P OU Q)) OU (NON (P OU R)),
puis, NON (P OU (Q ET R)) & NON ((P OU Q) ET (P OU R)).

On prend maintenant la négation de cette équivalence et on obtient :

(P OU (Q ET R)) & ((P OU Q) ET (P OU R)).

3.4 Implication

Définition 3.16. Si P et () sont deux assertions, on définit ’assertion P = @), lue "P
implique Q", par ((NON P) OU Q) :

PIQ[NONP[P=Q
VIV F %
VIF| F F
FlV| V Vv
FIF| V %

Remarque 3.17.

— Le faux implique n’tmporte quor.

— Le vrar est impliqué par n’importe quoi.

— Pour démontrer P = @, on n’a pas a supposer que P est fausse. On suppose que P
est vraie et on cherche a démontrer que () est vraie.

— Quand P est vraie et "P = Q" est vraie, alors () est vraie.

Exemple 3.18. En reprenant les assertions de l’ezemple 3.9, P = R.

Exemple 3.19. "M. Xia peut passer le permis de conduire” = "M. Xia a plus de 18

ans”.

Remarque 3.20. Pour alléger la phrase, on dira parfois "P" au lieu de "P est vraie”
dans la suite (Ceci afin d’éviter des cas comme "("P est vraie") est vraie").

Proposition 3.21. Si P et () sont deux assertions, alors

(P& Q) (P=Q) ET(Q=P)).
Démonstration Ecrivons la table de vérité de la proposition suivante
P=Q|Q=P|(P=QET(Q@=P)) | PesqQ

| = <| < N
| < | <O

<|Hl<|<

<<= <
<| | = <
<= <

19



Remarque 3.22.

— Lorsque l'on a une équivalence P < (@, on peut donc la démontrer en prouvant
limplication P = @ et [implication réciproque ) = P.

— 1l faut étre prudent lors de lutilisation de = et < et ne les utiliser qu’avec des
symboles mathématiques.

Remarque 3.23.
- Si P = Q, on dit que P est une condition suffisante pour que @) soit vraie, et que
Q) est une condition nécessaire pour que P soit vraie.
— L’assertion P = Q) peut aussi se lire "Si P (est vraie), alors Q (est vraie)’.

— 81 P et Q) sont équivalentes, on dit que Q) est une condition nécessaire et suffisante
pour P.

Théoréme 3.24 (Contraposée). Pour deux assertions P et Q), on a :
(P= Q)< [NON(Q) = NON(P)]. (3.12)

La proposition logique NON(Q) = NON(P) s’appelle la contraposée de ['implication
P=qQ.

Démonstration Ecrivons la table de vérité de la proposition :

PIQP=Q[NON(Q) [ NON(P) | NON(Q) = NON(P) [ (3.12)
VIV Vv F F v \%
VIF| F v F F %
FIV] V F \ v \%
FIF| V % \ % %

Remarque 3.25. Pour démontrer P = @, il est équivalent et parfois plus aisé de dé-
montrer (NON @) = (NON P)

Exemple 3.26. Montrer la proposition suivante : n? pair = n pair.

Lemme 3.27 (Négation de I'implication). Soit P et @) deux assertions, on a :
NON (P = Q)< (P ET (NON Q))
Démonstration On applique les lois de Morgan a (P = Q) < ((NON P) OU Q). ¢

Théoréme 3.28. [Transitivité de l'implication] Soit P, Q) et R trois assertions, la pro-
position
(P=Q) ET (Q= R) = (P=R) (3.13)

est toujours vrae

20



Conséquence : Si on a démontré P = @) et () = R, on pourra en déduire P = R.
Démonstration Supposons P = @) et () = R. Supposons maintenant P et montrons R.
Ona Pet P= (@, donc ). Comme on a aussi () = R, on a R. Donc P = R. o

Théoréme 3.29 (Transitivité de I'équivalence). Soit P, Q et R trois assertions, la pro-
position
(P< Q) ET (Q< R)]= (P < R) (3.14)

est toujours vraie.

Conséquence : Si on a démontré P < () et () < R, on pourra en déduire P < R.

On pourra également écrire une série d’équivalences : P < QQ < R < ...
Démonstration Supposons (P < Q) et (Q < R). En revenant a la définition de 1’équi-
valence, on en déduit d'une part P = @) et Q = R, et d’autre part Q = P et R = Q.
D’aprés la transitivité de l'implication, on en déduit P = R et R = P, c’est-a-dire
P < R. o

Lemme 3.30 (Disjonction de cas). Pour 3 assertions P, Q et R, la proposition suivante

est vraie :
(P OUQ) ET (P= R) ET (Q = R)] = R. (3.15)

Démonstration

[(POUQ)ET (P=R)ET (Q= R)|

< [(POUQ)ET (P=R)ET (Q= R))] associativité de ET(3.13),
< [PET (P=R)ET (Q= R)] OU [Q ET (P = R) ET (Q = R)] distributivité de ET(3.15),
= ROUR on utilise les implications,
= R.

o

Exemple 3.31. Soit n € N un entier naturel. Montrer que parmi les trois entiers n, n+1
et n+ 2, l'un au moins est divisible par 3.
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Test d’assimilation numéro 1

-0 o

© o N>

10.

Soit P l'assertion "la poule est rousse". Donner (NON P).
Soit @ l'assertion "la fonction f est croissante". Donner (NON Q).
Donner NON(NON P). Démontrer-le.

Soit B l'assertion "la poule est blanche".
Expliciter en frangais les assertions (P OU B), (NON P OU NON B), (P ET B),
(NON P ET NON B), NON(P OU B), NON(P ET B). Que constate-t-on ?

Soit D D'assertion "la fonction f’ est positive". D est-elle une condition nécessaire,
suffisante ou nécessaire et suffisante pour Q) 7

Dans quel cas a-t-on D < Q7
Donner la contraposée de B = P.
Donner la réciproque de B = P.
Donner la négation de B = P.

Un pére sermone ses enfants "Si vous n’aidez pas a débarrasser la table, vous ne
regarderez pas la télévision aprés manger". Penauds, les enfants débarrassent la table
et pourtant leur pére ne leur laisse pas regarder la télévision. Résolvez ’énigme...
mathématique, mon cher Watson !

Soient a, b, ¢ trois entiers relatifs et x,y, z trois nombres réels. Parmi les assertions sui-
vantes, lesquelles sont vraies, lesquelles sont fausses, pourquoi ?

1.

Si a divise b et si b divise ¢ alors a divise c.

. Six <y alors 22 < 9%
1 _ 1
.(a:<y<0)<:><§<—).

T

2
3
4. La négation de (|z| > 1 OU z € [1,3]) est (z € [-1, 3]).
D.
6
7

2
La négation de (z # 0 ET y # 0) est (xy = 0).

. Si a? est pair alors a est pair.

. V14 est un nombre rationnel.
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Chapitre 4

Raisonnement

4.1 Définitions

4.1.1 Convention

Un ensemble est une collection d’éléments, par exemple N est I'ensemble des entiers
naturels, R I’ensemble des nombres réels . ..

Si x est un élément de I’ensemble FE. i.e. si x appartient a E, on note x € E.
La négation de l'assertion (z € E) est NON(z € E) < (x ¢ E).

Soit n € N* et aq,...,a, n objets mathématiques. On admet qu’il existe un unique
ensemble E dont les éléments sont exactement aq,...,a,. On note £ = {ai,...,a,},
c’est-a-dire qu'un ensemble est noté avec des accolades quand on énumeére ses éléments.
Sin =1, E est appelé un singleton : E' = {a;}.

Sin =2, E est appelé une paire : F = {ay,as}.

4.1.2 Prédicats

Définition 4.1. Soit n € N*, E, ..., E, n ensembles. On appelle prédicat a n indéter-

minées 1, ...,T, dans Ey, ..., E, tout énoncé mathématique qui dépend de x+, ..., x, qui
devient une assertion quand on remplace x1 par un élément de E.,. .., x, par un élément
de E,,.

Exemple 4.2. P(xz) : "z < 5" est un prédicat & une indéterminée sur R.

Q(x) : "x est impair” est un prédicat a une indéterminée sur Z.

R(z,y) : 7z <y’ est un prédicat a deux indéterminées sur R.

On admet que les prédicats, étudiés cette année, & une indéterminée sur un en-
semble E sont collectivisants, i.e. les © € E vérifiant P(z) forment un ensemble F', noté

F={xeE P)

Exemple 4.3. P(x) : "z entier > 2 dont les seuls diviseurs sont 1 et x". L’ensemble
{r € N, P(x)} est l’ensemble P des nombres premiers.
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4.1.3 Quantificateurs
Soit £ un ensemble et P(x) un prédicat a une indéterminée sur E.
Définition 4.4. "Quelque soit : V"
Ve e B, P(x)

se lit "quelque soit x appartenant a E, P(x)" et signifie que tous les x éléments de E
vérifient le prédicat P(x).

Exemple 4.5. Vx € R, 2% > 0.
Définition 4.6. "Il existe : 3"
dzg € E tel que P(x)

se lit "l existe xy appartenant a E tel que P(xq) et signifie qu’il existe au moins un xg
élément de E qui vérifie le prédicat P(x).

Attention! On ne sait pas a priori quel xg convient. On sait juste qu’il existe et on
peut travailler formellement avec.

Exemple 4.7.
— dz € R tel que x > 5 (par exemple 6 € R et 6 > 5).
—dr eR tel quex =5 (il n'y en a qu'un seul : x =5).
Aprés un 3, le "tel que" est souvent remplacé par une virgule ou un |.

Définition 4.8. "J!”
dlz € E, P(x)

se lit "il existe un unique x appartenant a E tel que P(x)".

Exemple 4.9. dlx € £,z = 5.

4.1.4 Reégles d’utilisation

Nous allons donner les régles qui régissent 'utilisation de ces quantifcateurs avc les
signes logiques.

Négation
INON(Vz € E, P(x))] < [Jx€ E, NON(P(z))], (4.1)
[INON(Jz € E, P(z))] & [Vxe E, NON(P(z))]. (4.2)
Exemple 4.10. Donner la négation des assertions suivantes : "Tous les joueurs du

stade toulousain ont un maillot rouge et noir", "Il existe un étudiant de 'INSA qui
est champion d’Europe de Kayak."
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Distributivité

3z € E, (P(z) OU Q(z))] « [3z € E, P(z)] OU [Fz € E, Q(z)], (4.3)
Vz € E, (P(z) ET Q(z))] & [Va € E, P(z)] ET [Vz € E, Q(z)]. (4.4)

Attention! Dans le cas des deux propositions suivantes, seule l'implication est
vraie.

Jr € B, (P(z) ET Q(z)) = [3z € E, P(z)] ET [3z € E, Q(z)], (4.5)
Vz € E, P(z)] OU Vz € E, Q(z)] = Vo € E, (P(x) OU Q(z)) (4.6)

Pour ces deux propositions, les réciproques sont fausses!

Exemple 4.11. Soit E l’ensemble des étudiants de I'INSA. On appelle P(x) le pré-
dicat "létudiant x posséde un ordinateur” et Q(z) le prédicat "I’étudiant x posséde
un vélo". Traduire en frangais les phrases mathématiques (4.3), (4.4), (4.5) et (4.6).

Commutativité Soit F; et Ey deux ensembles et P(z,y) un prédicat a deux indétermi-
nées sur F; et Fs.
Lorsque les deux quantificateurs sont de méme nature, les propositions suivantes
sont vraies :

Vo € By, Yy € By, P(z,y) < Yyé€ E,, Yz € Ey, P(x,y),
dr € By, Jy € Ey, Plx,y) & TJy€ Ey, Joe By, Plx,y).

Lorsque les deux quantificateurs sont de nature différente, seule I'implication sui-
vante est vraie :

dr € Ey, Yy € By, P(x,y) =Yy € By, 3z € Ey, P(z,y) (4.9)

Dans la premiére moitié de 'implication 4.9, il existe un x € FE; qui marche avec
tous les y € Es, alors que dans la seconde moitié, pour tout y € F5 il existe un
x € Fy, qui dépend de y.

Exemple 4.12. Si J est l’ensemble des jours de l'année et H [’ensemble des heures de
la journée, traduire en francais les assertions mathématiques suivantes ot P(j, h) signifie
"le soleil se couche le jour j a ’heure h'".

1.3he H NYjeJ, P(h)
2.VjelJ,3he H, P(j,h)

Sont-elles équivalentes ?

Remarque 4.13.

— Pour démontrer Vx € E, P(x)), on écrit : soit x € E, montrons que P(x) est

vraie.
— Pour démontrer (3v € E, P(x)), on écrit : on cherche x € E tel que P(x) soit
vraie. On pose x = ... (il faut le trouver). On montre ensuite qu’il convient.
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4.2 Meéthodes de raisonnement

4.2.1 Le contre-exemple

En vertu de I'assertion 4.1, pour prouver "NON (Vz € E P(x))", il suffit de trouver
un contre-exemple, c’est-a-dire de trouver un seul élément = € E qui vérifie NON (P(x)).

Exemple 4.14. Montrons que (Yz € R, x > 0) est fausse. Considérons xyg = —1. xg € R
et xo < 0. On a donc trouvé un exemple a la proposition : rg € R, xo < 0 ce qui équivaut
a un contre-exemple a la proposition Vo € R, = > 0.

4.2.2 Raisonnement par ’absurde

En vertu de l'assertion (3.4), on peut aussi raisonner par ’absurde pour démontrer
une propriété P :

On effectue I'hypothése de départ NON(P). Si on réussit & démontrer grace a cette
hypothése un résultat faux (par exemple que pour une autre assertion @, @ et NON(Q)
sont vraies simultanément), on arrive a une absurdité. Cela signifie que ’assertion NON(P)
est fausse, et donc P est vraie.

Exemple 4.15. Montrer que /2 & Q.

Exemple 4.16. Pour prouver une implication P = @, on peut raisonner par l’absurde :
on suppose NON(P = @Q), c’est-a-dire (P ET NON(Q)), et on essaie de démontrer a

partir de toutes ces hypotheses un résultat faux.

4.2.3 Raisonnement par récurrence

Soit un prédicat P(n) dépendant d’un entier n € N. On souhaite démontrer que ce
prédicat est vrai pour tout n € N ou a partir d’'un certain rang.

Théoréme 4.17 (Principe de récurrence). Soit ng € N.
Si P(ng) est vraie (Initialisation) et Vn € N avec n > ng, P(n) = P(n+ 1) (Hérédité)
alors ¥n > ngy, P(n) est vraie.

Démonstration Raisonnons pas I’absurde : Soit I,,, = {n € N, n > ng}.

Supposons que NON [Vn € I,, P(n)]. Alors 3n € I,,,, NON(P(n)). Soit n; le plus petit
entier qui vérifie NON(P(n)). Comme on a supposé P(ng), on en déduit que n; € N*.
ny — 1 € N, et par définition de ny, P(n; — 1) est vraie. En utilisant I’hérédité, il en
découle que P(n;) est vraie. Ceci est absurde puisque, par définition de ny, P(n) est
fausse. L’hypothése additionnelle est donc fausse, donc Vn € N P(n) est vraie. o
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Remarque 4.18. Pour démontrer un résultat par un raisonnement par récurrence, il faut
tout d’abord énoncer proprement [’hypothése de récurrence P(n), démontrer linitialisa-
tion, c’est-a-dire que P(ng) est vraie, et ensuite prouver U’hérédité (P(n) = P(n + 1)).
On conclut alors en appliquant le principe de récurrence.

n(n+1)
—
Définition de P’assertion a demontrer pour n € N, on appelle P(n) l’assertion

Exemple 4.19. Montrer que ¥Yn € N Z k=

0
0x1
Initialisation : n =0. On a Z k=0=-" (0) est vraie.
k=0
Hérédité : Soit n € N. Supposons que P(n) est vraie et montrons que P(n+1) est vraie.
n n+1
1
On a supposé P(n) vraie donc Z k= M Calculons Z k:ona
= k=0
e n(n+1) (n+1)(n+2)
k= k 1) 1) = .
Z Z + (n+ 5+ (n+1) 5

On a donc prouvé P(n+1) et ainsi l’hypotheése de récurrence : "Nn € N, P(n) = P(n+1)".
Conclusion : On applique le principe de récurrence, et on en conclut que ¥Yn € N on a

77,62]{— n+1

Remarque 4.20. Pour démontrer certains résultats par récurrence, on peut étre amené
a faire des hypothéses légérement différentes :
— Récurrence limitée : L’hypothese de récurrence peut n’étre vraie que pour tout
entier n tel que ng < n < ny. Dans ce cas, on ne peut prouver ’hérédité que pour
no < n < ny et on obtient comme conclusion "n € {ng,...,n1} P(n)".
- Récurrence descendante : Soit P(n) un prédicat sur N, ng < ny. Si P(ny) est
vraie et Yn € {ng+1,...,n1} on a P(n) = P(n—1) alorsVn € {ng,...,n1} P(n).
— Récurrence forte : On a parfois besoin de connaitre en plus de P(n) les propriétés
P(n—1), P(n—2),... pour conclure :
Soit P(n) un prédicat sur N, ng € N. Si P(ng) est vraie et que pour tout n > nyg
on a (Vk € {ng,...,n} P(k)) = P(n+ 1) (on suppose que le prédicat est vrai pour
toutes les valeurs inférieures a n pour réussir a prouver qu’il est vrai au rang n+1)
alors ¥n > ng, P(n).

Exercice 4.21. Soit (u,)nen la suite réelle de Fibonacci définie par ug = 0, uy = 1 et par
la relation de récurrence :

Vn € N7 Upt2 = Upt1 + Up

Montrer que ¥Yn € N*, u, > 0.
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4.2.4 Raisonnement par analyse-synthése

Le raisonnement par analyse-synthése intervient lorsqu’on veut démontrer 'existence
de quelque chose (souvent un élément vérifiant un prédicat) mais que cette démonstration
suppose de connaitre au préalable la forme de cet élément. On raisonne alors en deux
temps :

1. D’abord, on suppose connue ’existence de cet élément et on cherche sa forme.

2. Ensuite, on montre 'existence de cet élément vérifiant le prédicat.

Exemple 4.22. (c¢f la feuille de TD 1 de I’'UV "outils de Calculs") Montrons que toute
fonction de R dans R s’écrit comme la somme d’une fonction paire et d’une fonction
1MPaiTe.

On note F [’ensemble des fonctions définies de R dans R, I [’ensemble des fonctions
impaires et P 'ensemble des fonctions paires. On doit donc montrer que

VieF, 3pi)ePxI, f=p+i

Raisonnons par analyse syntheése.

1. Analyse : Soit f € F. Si le couple (p,i) existe alors I(p,i) € PxZL, f=p+1i. Or
p € P donc Vr € R, p(—x) = p(x). De méme, i € T donc Vx € R, i(—x) = —i(x).

Ainsi, Vx € R,
{ flx) = plz)+i(z)
f(=z) = plz) —i(z)
En faisant la somme et la différence des deux lignes précédentes, on résout ce systéme
par équivalence et on obtient

sy F@EFCD) @)~ )
2 2
On a ainsi identifié a quoi ressemblent les fonctions p et i de la décomposition

recherchée.

2. Synthése : Reprenons maintenant la démonstration au début. Soit f € F. Mon-
trons que la décomposition p+1 existe. D’aprés la remarque 4.13, on doit vérifier que

les p et i trouvés précédement conviennent. Soient donc p et i les fonctions définies
de R dans R par Vx € R,

play LI
i) L~ 1)

Alors, Vx € R, p(—x) = p(x) et i(—x) = —i(x). Ainsi, on ap € P et i € T.

On a ainsi démontré que
VieF, 3pi)ePxI, f=p+i

On a méme démontré l'unicité de cette décomposition !
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Test d’assimilation numéro 2

. Identifiez les assertions correctes
3eN 7¢Q —-1€N ecR

. Ecrire un prédicat vrai pour tout réel.
. Ecrire un prédicat faux pour tout réel.

. Les assertions suivantes sont-elles vraies ou fausses ? Si elles sont vraies, les démon-
trer, sinon donner leur négation.

a. VreR, (z+1)2>0

b. 3Jx€R, 22=-1

c. JreC, 22=-1

d. dzeR, 222 +32+1=0

e. V(r,y,2) eR?, (zz2=yz=1x=y)

. Dites si pour démontrer les assertions suivantes, un contre-exemple est nécessaire
ou pas. Démontrez-les :

a. VzeR, (z+1)2<0

. dzeC, 22=-1

. Toute fonction de R dans R est croissante.

. Toute fonction de R dans R dérivable est continue.

O & o T

. Toute fonction de R dans R continue est dérivable.
n

. Soit x € R et n € N*. On pose S, (z) = Zxk =1+z+2°+---+2" Les assertions

k=0
suivantes sont-elles vraies ou fausses, pourquoi ?

a. Vne N* IM e R, Vz € [0,1],0< S, (x) <M
b. IM eR, Vne N* Ve e€0,1],0< S,(z) <M
c. Vee[0,1[,AM e R, Vn e N* 0 < S, (z) < M
. Soit (un)nen la suite définie par u,11 = ku, et up € R (suite géométrique de raison
k). Démontrer par récurrence que Vn € N, u,, = k"ug. (Refaire cet exercice avec une

suite arithmétique de raison r)
n

. Soit (up)nen la suite définie par u,, 1 = Zuk et ug > 0. Montrer par récurrence

k=0
que Vn € N, u,, > 0.

. Montrer que tout point (x,y) € R*\ {(0,0)} du plan non nul s’écrit de maniére
unique en coordonnées polaires.
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Chapitre 5

Ensembles

5.1 Inclusion, Egalité

Définition 5.1. Soit E et F' deux ensembles. On dit que E est inclus dans F', noté
ECF, st
Ve (re E=z€F).

Sinon, on note E ¢ F. Si E C F, on dit que E est une partie ou un sous-ensemble de F'.

Remarque 5.2. Pour démontrer E C F, il faut démontrer "implication
Ve (re E=z€F).
On écrit donc "Soit x € E" et on montre que x € F'.
Exemple 5.3. NCZCQCRCC, {3} cN, {-1,6} CZ, {r,0} £ Q
Définition 5.4. On dit que FE et F sont égaux si E C F et F C E. On le note E = F
E=F |V (re Esaxel).

Remarque 5.5. Il ne faut pas confondre € et C : si x est un élément, K, F' et G des
ensembles, on peut avoir x € E et F' C (.

Un élément peut étre considéré comme un ensemble : une droite est un ensemble de points
mats un élément de [’ensemble des droites du plan.

Remarque 5.6. Pour montrer que deux ensembles E et F sont égaux, il faut démontrer
léquivalence Vx (x € E < x € F). On pose donc un x quelconque. Soit on raisonne
directement par équivalence et on montre (x € E < x € F). Soit on démontre deux
implications, c’est-a-dire une double inclusion : d’abord on montre E C F, c’est-a-dire
que SI v € E ALORS x € F puis que F C E, c’est-a-dire que SI v € F ALORS x € E.

Proposition 5.7 (Transitivité de I'inclusion). Soit E un ensemble, A, B et C trois parties
de FE,
(ACB) ET(BCCO)=(AcCQO).
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Démonstration Supposons A C B et B C C. Montrons que A C C. Soit x € A. Comme
AC B,z € B.Onaaussi BCCdoncz e C.DoncVe e E, (xr€ A=z € (). Donc
AcC. o

Proposition 5.8 (Transitivité de 1'égalité). Soit £ un ensemble, A, B et C' trois parties
de F,
[(A=B) ET(B=0C)]= (A=0).

Démonstration Supposons A = B et B = C. Par définition, ona A C Bet B C C, et
par transitivité de l'inclusion, on en déduit A C C. De méme, on B C A et C C B, et
par transitivité, on en déduit C' C A. D’'oun A = C. o

5.2 Opération sur les parties de F

5.2.1 Complémentaire

Définition 5.9 (Complémentaire). Soit E un ensemble et A une partie de E. Le com-

plémentaire de A dans E, noté CpA, est Uensemble des éléments de E qui ne sont pas
dans A :

C’est une partie de E. CgA est aussi noté A ou A¢ lorsqu’il n’y a pas de risque de confu-
S10M.

Exemple 5.10. £ = {1,2,3,4,5}, A={1,3} CFE et CpA={2,4,5} C E.
Proposition 5.11. Soit E un ensemble, A et B deux parties de E. Alors
i) (A°)° = A,
it) si A C B, alors B® C A°.

Démonstration i) Soit = € E.

xr € (A) & x ¢ A°
& NON(x € A9
& NON(z ¢ A)
& x € A

ii) Supposons A C B. Soit x € B¢, montrons que z € A°.
Comme A C B,Vy € E, y € A=y € B. Par contraposition,

VyeE, (yg B) = (y¢ A).

Orz ¢ B,doncz ¢ A, et x € E. On en déduit x € A°. o
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5.2.2 Ensemble vide

Théoréme 5.12. [l existe un unique ensemble ne contenant aucun élément. Cet ensemble
s’appelle U'ensemble vide et se note ().

Démonstration
Existence :
Soit £ un ensemble et V = CxE. Montrons que V convient. On a :

reV < l‘GBEE
& we€ EET x ¢ E, ce qui est faux.

Donc Vz, = ¢ V.

Unicité : Soit V] et V5 deux ensembles vérifiant I'hypothése. Montrons que V; = V5.
Soit F' un ensemble. Montrons que V; C F.

x € V; est faux, donc (x € Vi) = (z € F), V; C F. De méme, on a Vo, C F. En prenant
F =1V, onal] CV;eten prenant F' =V}, on obtient V5, C V;j. Donc V; = 14 o

5.2.3 Ensemble des parties de F
Définition 5.13. Soit E un ensemble. L’'ensemble des parties de E se note P(E) :
P(E)={X, X CE}.

En particulier,
XePE)eXCE

Exemple 5.14. Soit E = {2,3}, alors P(E) = {0,{2},{3},{2,3}, E}.
Exemple 5.15. Soit E = {1,2,3}, alors P(E) = {0, {1},{2}, {3}, {1, 2},{1,3},{2, 3}, E'}.

5.3 Intersection, Union

Définition 5.16 (Intersection, union). Soit E un ensemble, A et B deux parties de E.
On appelle intersection de A et de B la partie de E, notée ANB ("A inter B"), définie
par :

ANB={zx€E, (r€ A) ET (x € B)}.

On appelle union de A et de B la partie de E, notée AU B ("A union B"), définie par :
AUB={z € E, (x€ A) OU (x € B)}.

Exemple 5.17. £ = N, A = {1,2,3,4} et B = {2,4,6,8}. Alors AN B = {2,4} et
AUB = {1,2,3,4,6,8).

Remarque 5.18. Pour démontrer que x € ANB, il faut et il suffit de montrer que x € A
ETx € B.
Pour démontrer que x € AU B, il faut et il suffit de montrer que x € A OU x € B.
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Proposition 5.19. Soit E un ensemble, A et B deux parties de F

ACB & ANnB=A, (5.1)
ACcB & AUB=0B.

Démonstration Prouvons (5.1) :

Supposons A C B. Alors Vx € A, x € B, donc x € AN B. On a ainsi A C AN B. Par
définition de AN B, on a toujours AN B C A. On a donc prouvé que AN B = A.
Supposons maintenant ANB = A. AlorsVx € A,z € ANB,or ANB C B, donc x € B.
Prouvons (5.2) :

Supposons A C B. Alors AU B C BU B = B, et par définition B C AU B. Réciproque-
ment, supposons AUB = B. Soit z € A, x € AUB = B, donc = € B. o

Proposition 5.20. Soit E un ensemble et A une partie de E

AUD = A, AND=10

Démonstration On applique les propositions (5.1) et (5.2) avec ) et A (on a ) C A)
pour obtenir les deux premiéres propriétés.

Par définition, AUCgA C E. Soit z € E, soit x € A est vraie, soit NON(x € A) est
vraie (par principe du tiers exclus), donc z € A ou x € CgA, i.e. x € AUCEA. On a ainsi
montré £ C AUCgA.

De méme, ) C AN CgA. Raisonnons par I'absurde : Supposons qu’il existe z € ANCpA,
alors t € A et NON(z € A), ce qui est absurde. Donc il n’existe pas de x appartenant
simultanément & A et & son complémentaire, donc A N CpA est Iensemble vide. o

Proposition 5.21 (Commutativité). Soit E un ensemble, A et B deux parties de E,

ANB=BNA,  AUB=BUA

Démonstration On utilise la commutativité de ET et OU :
ANB={re€eE, x€c AETzxeB}={x€FE, € BET x€ A} =BnA.
AUB={r€eE, xr€c AOUxeB}={zx€FE, e BOUz€ A} = BUA. o

Proposition 5.22 (Associativité). Soit E un ensemble, A, B et C trois parties de E,

AN(BNC) = (AnB)NC  onéerit ANBNC,
AU(BUC) = (AUB)UC  on écrit AUBUC.

Démonstration On revient & la définition de 'ensemble et on utilise 'associativité de
ET et OU.

AN(BNC) = {z €k, € AET (t€ BETz€ ()}
= {z€FE, (tr€AET2zeB)ETzeC}=(ANnB)NC.
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AU(BUC) = {z€E, € AOU (xeBOUz e ()}
= {z€F (e AOUzeB)OUxzeC}=(AUB)UC.

Proposition 5.23 (Distributivité). Soit E un ensemble, A, B et C trois parties de F,
AN(BUC) = (ANnB)U(ANCO),
AUu(BNnC) = (AUB)N(AUQ).

Démonstration On revient a la définition de ’ensemble et on utilise la distributivité de
ET (resp. OU) sur OU (resp. ET). o

Exercice 5.24. Si £ ={1,2,3,4,5}, A={1,3}, B={4,5} et C ={2,3,4}, donner les
ensembles AN (BUC), AU(BNC), (ANB)U(ANC), (AUB)N(AUC) et vérifier les

égalités associées a la distributivité de 'union et de l’intersection.
Proposition 5.25 (Lois de Morgan). Soit E un ensemble, A et B deux parties de E,

Cz(AuB) = (pANnCeB,
EE(AQB) = EEAUCEB

Démonstration On revient a la définition de I’ensemble et on utilise les lois de Morgan
pour en déduire le résultat. o

Exercice 5.26. Si F'= {1,2,3,4,5}, A= {1,3,4} et B ={3,4,5}, donner les ensembles
Ce(AuB), Ce(ANB), CpkANCeB, CpAUCEB et vérifier les égalités associces aux lois
de Morgan.

5.4 Produit cartésien

Définition 5.27 (Produit cartésien). Soit E et F' deuz ensembles. On définit E x F', le
produit cartésien de E et F', comme l’ensemble des couples (z,y) avec x € E ety € F.

ExF={(x,y), (t€E) ET (ye F)}.
Exemple 5.28. £ = {1,2,3} et FF = {2,4}. ExF ={(1,2),(2,2),(3,2),(1,4),(2,4),(3,4)}.
Exemple 5.29. Si E=F =R, Ex F =R xR =R?
Remarque 5.30.

— Soit E et F deux ensembles, et (x,y) € E X F. x s’appelle la premiére coordonnée
de (z,y) ety la seconde coordonnée de (x,y).
~siE=F, Ex F=EFE x E se note E?.

Définition 5.31. Soit n > 3, E,...,E, n ensembles, v1 € E1,..., x, € E,.

On pose, par récurrence, (x1,...,x,) = ((z1,...,2Tn_1),T,) le n-uplet formé par x4, ..., x,
et By X -+ X By = (Ey X -+ X B, 1) X E,.

Si E est un ensemble et siVi € {1,...,n} E; =E, alors Eyx---xE, = Ex---xE = E".
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5.5 Famille d’éléments et partition d’un ensemble

Soit ' un ensemble, I un ensemble non vide. On généralise ici & un ensemble quel-
conque d’indices [ les définitions de I'union, de 'intersection et du produit cartésien vues
précédemment pour deux ensembles.

Définition 5.32. Soit (A;);cr une famille de parties de E. On pose :
—UAi:{er, Jiel, xe Al

iel
T E UAi si et seulement si il existe un i € I tel que x € A;.
icl
-(Ai={z€E Viel zcA}.
iel
T E mAi si et seulement si pour tout i € I, on a x € A;.
3
- [JA ={@icr, VieT xe A}
iel
x € HAZ- si et seulement si x = (x;);e; avec pour touti € I, x; € A;.
el
Exemple 5.33. Si ] =N, U{Qz} est l'ensemble des nombres pairs. Si I =R, U{z} =R

el el

Remarque 5.34.

— Par convention, on notera : U Ai=0 et ﬂ A, =F.

i€ i€l
- SiI ={1,...,n}, on confondra (x;);cs et (z1,...,x,) et donc HAi et Ay x -+ x A,.
iel
— Toutes les propriétés énoncées précédemment se généralisent au cas de famille d’en-

sembles.

Exercice 5.35. Refaire les démonstrations sur les intersections et unions dans le cas
d’une famille d’ensembles indicés par i € I.

Définition 5.36 (Partition d’un ensemble). Soit I = (A;);e; une famille de parties de
E. On dit que (A;);er forme une partition de l’ensemble E si et seulement si

1.Yiel A; 40,
2. V(i,j) € I? (A £ Aj) = AN A; =0,
3. | JA=E.

Exemple 5.37. Le partage d’un gdteau est une partition du gdteau en parts.

Si B ={1,2,3,4,5}, A = {1,4,5}, B = {2} et C = {3} alors A, B, C forment une
partition de E.

Si E =N, P = {2n,n € N} l’ensemble des nombres pairs et T = {2n + 1,n € N}
l’ensemble des nombres impairs alors P et I forment une partition de E.

Si E =R, ({z})zer est une partition de E.
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Test d’assimilation numéro 3

S S A

9.
10.

Identifiez les assertions correctes
3eN {3}eN {3} cN {3,5}eN {3,{h}}CN
Méme question
{0.3} eN {0,{3}} eN {0,{3}} e P(N) {0,3} c P(N) {0,3} € P(N)

Si B =1{1,2,3,4}, donner P(E).

Si E=1{1,2,3} et A=, donner CpA et Cpp)A.

Rappelez les définitions de AN B et AU B.

Démontrer 'associativité de l'intersection.

Montrer que AN (BN (CUD))=(ANCNB)U(ANBND,).

Donner une partition de £ = {1,2,3,4,5} avec un sous-ensemble de E. Méme
question avec deux puis trois, quatre et cinq sous-ensembles.

Si E={1,2,3,4} et F ={x,y,z}, donner Ex Fet FxE, ENF et EUF.
Soit ¥ = F' =N, que représente £ x "7

Soient A, B,C, E des ensembles. Parmi les assertions suivantes, lesquelles sont vraies,
lesquelles sont fausses, pourquoi?

1.

AR A

Si A C R alors il existe x € R tel que = ¢ A.

Rt = {Vz?, z € R}.

Si AUBC AUC alors B C C.

SiANBC ANC alors B C C.

Si A et B sont deux sous-ensembles de E alors A C B« CxB c LA
Siz € E alors v € P(E).

+0o0

1
3.3+ —[=3.
n=1 n
+o0 1
n=1 n

39



40



Chapitre 6

Relations binaires

6.1 Définitions

Soit F et F' deux ensembles non vides.

Définition 6.1. On appelle graphe de E vers F' toute partie du produit cartésien E x F.
On rappelle que E x F = {(z,y)|r € E ETy € F}.

Définition 6.2. Soit G un graphe de E vers F'. Un prédicat R a deuz indéterminées dans
E et F défini par
(V (z,y) € Ex F)(R(z,y) <= (z,y) € G),

s’appelle une relation de E vers F'.

La plupart du temps, on définit une relation par le prédicat R, on écrit x R y au lieu
de R(z,y) et on dit que "x est en relation avec y pour la relation R".
Le graphe G de la relation R peut alors étre défini par

Gr ={(z,y) € EX F,x R y}.

Exemple 6.3. Soit £ = {0,1,2}, F' = {a,b,c,d}. Alors le produit cartésien E X F est
donné par

E x F={(0,a),(1,a),(2,a),(0,b), (1,b),(2,0),(0,¢), (1,¢), (2,¢), (0,d),(1,d), (2,d)}

Soit le graphe G = {(0,a), (0,d), (1,b), (2,¢)}. On note R la relation définie par G. Alors
ORa mais 2 et b ne sont pas en relation. Donner d’autres exemples d’élements qui sont
en relation pour la relation R et d’autres qui ne sont pas en relation.

Définition 6.4. On appelle relation binaire une relation de E vers E.

6.2 Propriétés

Soit F un ensemble non vide et R une relation binaire sur E.
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Définition 6.5.

1. La relation R est réflexive si (V z € E)(z R x).

2. La relation R est symétrique si (V (z,y) € E?)(2Ry = yRz).

3. La relation R est antisymétrique si (V (z,y) € E?)(zRy et yRx = x = y).
4. La relation R est transitive si (V (z,y,2) € E3)(zRy et yRz = zRz).

Exemple 6.6. On considére sur l'ensemble {1,2, 3} les relations binaires R et S définies
par leur graphe

Or = {<171)?(172)7(173)7(272)7(271)7(273>7(372)}
etGs = {(1,1),(1,2),(1,3),(2,2),(2,1),(2,3),(3,2),(3,1)}.
Les relations R et S sont-elles réflexives 7 symétriques ¢ antisymétriques ? transitives ¢

On pourra faire un dessin des graphes Gr et Gs et on prendra soin a la rédaction des
réponses !

6.3 Relations d’équivalence

6.3.1 Deéfinition

Soit F un ensemble non vide et R une relation binaire sur E.

Définition 6.7. La relation binaire R est une relation d’équivalence si elle est :
1. réflezive,
2. symétrique,
3. transitive.

Exemple 6.8.
Montrer que, dans les deux exemples suivants, R est une relation d’équivalence sur E :

1. E=Ret (¥ (z,y) € R})(aRy < z =1y).
2. E=7 et (V (z,y) € Z*)(2Ry <= x — y est divisible par 2).

On prendra soin de bien rédiger la démonstration.

Remarque 6.9. La notion de relation d’équivalence est une généralisation formelle de la
notion d’égalité dans R.

6.3.2 Classe d’équivalence

Soit R une relation d’équivalence sur F et x un élément de E.

Définition 6.10. On appelle classe d’équivalence (modulo R) de x l’ensemble noté C,
ou T ou encore I, défini par

C.={y € E, 2Ry}.
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Exemple 6.11.
Donner les classes d’équivalence des relations d’équivalence de l’exemple 6.8.

Proposition 6.12. Soit R une relation d’équivalence sur E.
1. (Vz € E)(x € C,). En particulier, C, # (.
2. (V (z,y) € E*)(2Ry <= C, =C, < C,NC, # ).

Démonstration Soit R une relation d’équivalence sur F.

1. Comme R est réflexive, on sait que Vax € E, xRz donc x € C, par définition. Ainsi,

En

(VxeE)(rel,)

particulier, C, # 0.

2. Soient (x,y) € E2

i.

ii.

iii.

Supposons que xRy et montrons que C, = C, par double inclusion.
Soit z € C,. Alors zRz. Or xRy et R est symétrique et transitive. Donc 2Ry
et z € Cy. On a donc démontré Vz € F, 2z € C;, = z € Cy. Donc C, C C,
par définition. Les roles de = et de y étant parfaitement symétriques, on peut
refaire le raisonnement ci-dessus en remplacant x par y et on obtient C, C C,.
Finalement, C, = C,.

Supposons que C, = C, et montrons que C, NC, # (.
SiC, =C, alors C,NC, =C, =C,. Or d’aprés 1., C, # () donc C, NC, # 0.

Supposons que C, N C, # () et montrons que zRy.

Comme l'intersection des deux classes d’équivalence est non vide, il existe un
élément z appartenant a 'une et a 'autre. Ainsi, zRx et zRy. La relation R
étant symétrique et transitive, on a bien xRy.

Ainsi, on a démontré trois implications successives. La notion d’implication étant
transitive (voir théoréme 3.28), on a bien démontré les deux équivalences désirées.

6.3.3

o

Ensemble quotient

Soit R une relation d’équivalence sur F.

Définition 6.13. On appelle ensemble quotient de E par R [’ensemble noté E/R
formé des classes d’équivalence modulo R soit

E/R ={C;,xz € E}.

Exemple 6.14.

Donner 1

‘ensemble quotient associé aux relations d’équivalence de 'exzemple 6.8.

Théoréme 6.15. Si R est une relation d’équivalence sur E alors E/R est une partition

de E.
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Démonstration Soit R une relation d’équivalence sur E.

Montrons que E/R = {C,, v € E} est une partition de E.

i. Vx € E, C, # () d’aprés la proposition 6.12.

ii. VY(z,y) € E?, C, # C, = C, NC, = () par contraposée de la proposition 6.12.

iii. Toute classe d’équivalence est incluse dans £ donc leur union aussi et £/R C E.
Réciproquement, tout élément x de F est inclus dans sa classe d’équivalence C, par
la proposition 6.12 et z € C, C E/R. Ainsi, E C E/R. On a montré deux inclusions
et ainsi I'égalité désirée £/R = E.

On a bien démontré les trois conditions pour que /R forme une partition de FE. o

Réciproquement, le théoréme suivant indique qu’a toute partition de E on peut associer

une relation d’équivalence sur F.

Théoréme 6.16. Si 11 est une partition de E alors il existe R une relation d’équiva-
lence sur E telle que Il = E/R.

Démonstration On définit la relation R par
(V(z,y) € E*)(aRy <= (3 A €¢ll)(x € Aety € A)).

On vérifie ensuite que R est réflexive, symétrique, et transitive. D’autre part, en montrant
que
VzeEYVAeIll)(z e A=C, = A),

on vérifie que Il = E/R. o

Remarque 6.17. On peut interpréter la plupart des ensembles usuels comme des en-
sembles quotient. C’est le cas par ezemple du corps Q ou de K(x) le corps des fonctions
rationnelles.

Exemple 6.18. Soit £ = Z, p un nombre premier et R la relation binaire sur E définie
par
V(z,y) € Z*, xRy <= x —y est divisible par p

Montrer que R définit bien une relation d’équivalence sur E. Alors son ensemble quotient
E/R encore noté Z/pZ est un corps. Il peut étre représenté par {0,1,...,p— 1} ot & est
la classe d’équivalence de x, c’est-a-dire tous les entiers relatifs dont le reste de la division
euclidienne par p donne x. Raisonner dans Z/pZ consiste a raisonner en base p. C’est
tres utilisé notament en cryptographie, ’art de coder les informations...

6.4 Relation d’ordre

6.4.1 Deéfinitions

Soit £ un ensemble non vide et R une relation binaire sur FE.

Définition 6.19. La relation binaire R est une relation d’ordre si elle est :
1. réflexive,
2. antisymétrique,

3. transitive.
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Exemple 6.20.
Montrer que, dans les deux exemples suivants, R est une relation d’ordre sur E :

1. E=Ret (¥ (z,y) € R})(aRy < = < y).
2. E=P(X) ou X est un ensemble non vide et

(V (A, B) € (P(X))?)(ARB < A C B).

Remarque 6.21. La notion de relation d’ordre est une généralisation formelle de la
notion d’inégalité dans R. C’est pourquoi, quand il n’y a pas de risque de confusion, il
arrive qu’elle soit notée” <7 au lieu de R.

Définition 6.22. Un ensemble non vide E est dit ordonné sl est muni d’une relation
d’ordre R. On note alors cet ensemble ordonné (E,R).

Exemple 6.23. (R, <) et (P(X), C) sont des ensembles ordonnés
Définition 6.24. Soit (E,R) un ensemble ordonné.

1. Deuz éléments x ety de FE sont dits comparables si Ry OU yRx.
2. La relation R est d’ordre total si tous les éléments de E sont comparables :

(V(z,y) € E?)(zRy OU yRx).
3. Elle est d’ordre partiel dans le cas contraire :
(3(z,y) € E*)(NON(xRy) ET NON (yRx)).

Exemple 6.25. Les relations d’ordre définies dans l'exemple 6.20 sur R et P(X) sont-
elles des relations d’ordre total ou partiel ?

6.4.2 Plus petit élément - Plus grand élément

Soit (£, R) un ensemble ordonné.

Définition 6.26. On considere m € £/ et M € E.
1. m est appelé plus petit élément de E si (Vx € E )(mRz).
2. M est appelé plus grand élément de E si (Vx € E )(zRM).

Exemple 6.27. Déterminer, s’ils existent, les plus petits et plus grands éléments de (R, <)
et de (P(X), Q).

Proposition 6.28. Soit (E,R) un ensemble ordonné. Lorsqu’il existe, le plus petit élé-
ment (respectivement le plus grand) est unique.

Démonstration Raisonnons par 'absurde. Si (E,R) admet deux plus petits éléments

distincts my et my alors
Vere E, miRx ET myRx

En particulier, pour x = m4 on obtient myRm; et en choisissant x = msy, on a m{Rmso. R
étant antisymétrique, on a m; = my. C’est absurde car nous les avions supposé distincts.
Ainsi, un plus petit élément s’il existe est unique. La démonstration est bien siir identique
pour le plus grand élément. o
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6.4.3 Minorant - Majorant
Soit (£, R) un ensemble ordonné. Soit F' une partie non vide de E.

Définition 6.29. On considére m € E' et M € E.
1. m est un minorant de F' dans E si (Vz € F )(mRzx).
M est un majorant de F' dans FE si (Vx € F )(xRM).

La partie F' est minorée dans E si il existe au moins un minorant.

o o

La partie F' est majorée dans E si il existe au moins un majorant.

+~

5. La partie ' est bornée dans E si elle est minorée et majorée.

Exemple 6.30.

1. On consideére dans (R, <) la partie F' définie par F' =]—3, —1]. Donner des magjorants
et des minorants de F. La partie F' admet-elle un plus petit (respectivement plus
grand) élément ¢

2. Soit X ={1,2,3,4}. On considére dans (P(X), C) la partie F' définie par
F = {{1},{1,2},{1,3}}. Donner des majorants et des minorants de F. La partie
F admet-elle un plus petit (respectivement plus grand) élément ?

Définition 6.31.

— Le plus petit €lément de I, si il existe, est un minorant de F'. On le note m = minF

et cela signifie :
meF et (VreF )(mRz).

— Le plus grand élément de I, si il existe, est un majorant de F'. On le note M = maxF'
et cela signifie :

MeF et (VreF )(aRM).

6.4.4 Borne inférieure - Borne supérieure

Soit (E,R) un ensemble ordonné. Soit F' une partie non vide de E. On note M (F')
Iensemble des majorants de F' et m(F') 'ensemble des minorants de F.

Définition 6.32.

1. On appelle borne inférieure et on note infF' le plus grand élément de m(F).

2. On appelle borne supérieure et on note supF' le plus petit élément de M(F).

Exemple 6.33.
Déterminer les bornes inférieures et supérieures des parties F' de [’exemple 6.30.

Proposition 6.34. (admise)
— SiinfF (respectivement supF' ) existe, il est unique.

- SiinfF € F alors inf ' = minF'.
— De méme, si supF € F alors supF = maxF'.
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6.5 Propiétés de ’ensemble des réels

Il existe plusieurs constructions de I'ensemble R. L’une d’elle part de la constatation
suivante :

Proposition 6.35. On considére, dans Q ordonné par la relation usuelle, <, l’ensemble
X défini par X = {z € Q,x > 0 et 2> < 2}. Alors X n’a pas de borne supérieure dans Q.

Démonstration Supposons que la borne supérieure existe et notons a = sup X € Q.
Nous avons déja vu dans I'exemple 4.15 que 22 = 2 n’a pas de solutions dans Q donc
a? # 2. Supposons a? > 2 et posons € = a®> — 2 > 0. Pour tout rationnel 4, nous avons

(a —h)? =a®> —2ah + h® =2+ & — 2ah + h*.
En prenant A = min <23, a) avec h > 0 et h € Q on obtient pour tout x € X,
a
2

(a—h)2:2+%>2>$2
a

donc a — h > x > 0 ce qui contredit le fait que a est le plus petit des majorants de X.

Supposons maintenant a? < 2 et posons € = 2 — a® > 0.
Pour tout rationnel h € [0, 1], nous avons 0 < h? < h et

(a+h)?=a’>+2ah+h*=2—c+2ah+h*<2—c+2ah+h=2—¢c+(2a+1)h.

En prenant A = min 1), on obtient que (a + h)? < 2 donc a + h € X avec

€
20+ 1’
a+h > a ce qui contredit le fait que a est un majorant de X. Finalement, a n’existe pas. <

Pour remédier a& ce probléme, on introduit R, ’ensemble des réels qui contient 1’en-
semble QQ et dans lequel toute partie non vide et majorée posséde une borne supérieure.

Proposition 6.36. R est un corps commutatif totalement ordonné, archimédien et véri-
fiant la propriété de la borne supérieure.

Expliquons un a un les termes de cette proposition.

R est un corps commutatif signifie que : R est muni de deux lois notées + et x
ayant les propriétés suivantes :

1. V(a,b) eR*, a+beRet axbeR (lois internes)

2.V (a,b) eR?, a+b=0b+aet axb=">bxa (lois commutatives)

3. V(a,b,c) eR?, (a+b)+c=a+(b+c)et (axb)xc=ax(bxc) (lois associatives)
4. VaeR,a+0=aet ax1=a (existence d’'un neutre)

5. VaeR,beRa+b=0etVaecR* Ib € R axb=1 (existence d’un symétrique
pour a)

6. V (a,b,c) ER® , ax (b+c)=axb+axc (X est distributive par rapport & +).
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7

R est totalement ordonné signifie que la relation d’ordre ” < 7 est une relation

d’ordre total. De plus,
V(r,y,2) ER}x<y=—=2+2<y+zet(x<yet0<z)=arx2z<yx 2
R est archimédien signifie qu’il vérifie ’axiome d’Archimede :
(Vz € R)(In € N)(x < n).

R vérifie la propriété de la borne supérieure signifie que tout ensemble non vide
et majoré admet une borne supérieure ; ce qui se caractérise par :
Si X est une partie non vide et majorée de R alors a = sup X donc

(Ve e X)(z <a)et (Ve >0)(Fz € X)(x >a—e¢).
En particulier, en posant —X = {z € R, —z € X}, on voit que R vérifie la propriété
de la borne inférieure, c’est-a-dire que tout ensemble non vide et minoré admet une

borne inférieure ce qui, avec les notations précédentes et b = inf X, se caractérise par :

Ve e X)(b<zx)et (Ve>0)Fzx e X)(z<b+e).
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Test d’assimilation numeéro 4

Construire le graphe d’une relation binaire définie sur I'ensemble F = {1, 2, 3,4}.

Méme question avec une relation binaire reflexive, une relation binaire symétrique
puis antisymétrique et enfin transitive. Rappelez a chaque fois la définition précise.

3. Une relation binaire peut-elle étre a la fois une relation d’équivalence et d’ordre ?

4. Rappelez la définition d’une classe d’équivalence. Peut-elle étre vide ? réduite a un

point 7 égale & l'ensemble E tout entier? Si oui, donner un exemple de relation
d’équivalence pour lequel cela se produit.

Soit R la relation binaire définie sur C par
V(z,2) € C*, 2RY <= |z| = ||
Montrer que c’est une relation d’équivalence sur C. Donner les classes d’équivalence

et I’ensemble quotient. De quoi est-il une partition ?

Soit R la relation binaire définie sur Z x Z* par
Y(a,b,c,d) € Z*, (a,b)R(c,d) <= ad — bc =0

Montrer que c’est une relation d’équivalence sur Z x Z*. Donner les classes d’équi-
valence et I’ensemble quotient. Avec quel ensemble connu est-il en bijection ?

Soit I’ensemble (R, <). Montrer que c’est un ensemble totalement ordonné (c’est-a-
dire un ensemble ordonné muni d’une relation d’ordre total).

Soit X = {-3,3,5—%,n € N*}. X admet-il un plus petit ¢lément, un plus grand
élément, une borne supérieure, une borne inférieure ?

8. Méme question avec X =] — 00,0[U{2,n € N*}.

9. Méme question avec X = N.

10.

11.

Soit (F,R) un ensemble ordonné. Démontrer que, s’il existe, le plus grand élément
est unique.

Que signifie archimédien ?
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Chapitre 7

Fonctions-Applications

7.1 Généralités

Soient E et F' deux ensembles.

Définition 7.1. Une fonction [ de E vers F' (ou de E dans F') est une relation de
E wvers F associée a un graphe Gy telle que pour tout x dans E, il existe au plus un y
dans F tel que (x,y) appartiennent & Gy. On caractérise alors les couples (z,y) € Gy par
y = f(x) et on définit les fonctions de la fagon suivante :

fiE — F
r — y= f(x).

FE s’appelle I'ensemble de départ, F' I’ensemble d’arrivée, y s’appelle I’image de x
par f et x est un antécédent de y par f.

Définition 7.2. On appelle domaine de définition de f l'ensemble Dy constitué des x
qui ont une image par f :

re€Dy<=xeEetIyeckl tel que y= f(x).

Dans le cas ot Dy = E, f s’appelle une application de E vers F'. Ainsi, f est une
application de E vers F' si et seulement si

VeeE, yelF,| y=f(x)
L’ensemble des applications de E vers F est noté F¥ ou F(E, F).

Définition 7.3. On appelle application identité de E [’application notée Idg définie
par

Idg: £ — FE

r — z=Idg(x).

Définition 7.4. Deux applications sont égales si elles ont le méme ensemble de départ,
le méme ensemble d’arrivée et le méme graphe.
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Exemple 7.5. Les applications

f:R — R g:R — R,

x — 2 et r — 12

ne sont pas égales.

7.1.1 Restriction et prolongement d’une application

Soient E et F' deux ensembles. On considére A, B et C' des parties de E telles que
A C B C C et f une application de B vers F'.

Définition 7.6. On appelle restriction de f a A lapplication notée f|, définie pour tout
x dans A par f|,(z) = f(x) soit :

f|A A — F
. — y= f(z)
Exemple 7.7. Considérons les applications

fR — R h:R, — R

r — 22 et r — 2

L’application h est la restriction de f a R,. On peut donc écrire h = f‘RJr'

Définition 7.8. On appelle prolongement de [ a C toute application f définie sur C'
et telle que f, = f.

Exemple 7.9. Soit

fi:R* — R
sin x
€T —
T
Les applications
forR — R fs: R — R
sinz v 40 sinz v 40
r — folz) = v et r — f3(z) = v
37 st x=0 1 st =20

sont des prolongements de f, a R.

Remarque 7.10. Si f, A et C sont donnés, il existe une unique restriction de f a A
alors qu’il existe plusieurs prolongements de f a C'.
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7.1.2 Image directe, image réciproque d’un sous-ensemble

Soit AC E, B C F et f une application de E dans F'.

Définition 7.11.

1. On appelle image directe de A par f le sous-ensemble de F noté f(A) et défini
par
f(A)={f(z),re A} ={ye F,Are A,y = f(x)} C F.
En particulier, y € f(A) & dx € A, y = f(x).
2. L’ensemble f(E), U'ensemble des images de E, est souvent noté Im f.

3. On appelle image réciproque de B par [ le sous-ensemble de E noté f~(B) et
défini par
fYB)={z€E, f(zx)e B} CE.

En particulier, x € f~Y(B) & f(z) € B.
Définition 7.12. L’ensemble A est stable par f si f(A) C A.

Exemple 7.13. On considére ['application

fR — R

ZIZ"—>£L'2.

1. Déterminer Im f et les ensembles f(A) lorsque A =[1,2], A=[-1,3], A=[-1,1]
et A = {—2}. Préciser lesquels de ces ensembles sont stables par f.

2. Déterminer les ensembles f~(B) lorsque B =]3,9], B = [—2,1] B = {4} et
B = {-8}.

3. Déterminer f(f~'([-2,1])) et f71(f({2})).

Proposition 7.14. Soient E et F' deux ensembles et f une application de E vers F. On
note A et A’ des sous-ensembles de E/, B et B’ des sous-ensembles de F'. Nous avons les
propriétés suivantes :

1L f@)=0et f10) =

2. A# 0= f(A) # 0 mais Uimplication (B # ) = f~1(B) # 0) est fausse.
3. ACA = f(A)C f(A') et BC B = f~'(B) C f~1(B).

4 FANA) C F(A) A F(A).

5. FAUA) = [(A)U f(A).

6. F(BAB) = (BN B,

7 [ (BUB) = (B U S (B).

8. AcC fH(f(A))

9. F(7(B) C B

~
S

f~HCrB)) = Cpf~1(B)
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Démonstration Les assertions 4. 5. et §. a 10. seront démontrées en TD. Voyons les
autres maintenant.

1. Par définition, f() est l'ensemble des images f(x) pour x € 0. Ainsi, f(0) = 0. De
méme, f~1(D) est I'ensemble des x € E dont les images f(x) appartiennent au vide.
Donc f~1(0) = 0.

2. St A0 alors il existe v € A et f(x) € f(A). Donc f(A) # 0. On a bien montré ’im-
plication désirée. Par contre, si B = {—8} dans 'exemple 7.13, B # () et pourtant
f~YB) =0. On a bien nié l'implication B # ) = f~1(B) # 0.

3. Soient A et A’ deuz parties de E telles que A C A’. Montrons que f(A) C f(4').
Soit y € f(A). Par définition, il existe x € A tel que y = f(x). Or A C A’ donc
reA ety= f(x). Ainsi, y € f(A).

On a bien montré que Yy € F |,y € f(A) =y € f(A), donc que f(A) C f(A") par
définition de linclusion.

De méme, si B C B, soit v € f~'(B). Alors f(x) € B. Or B C B' donc f(x) € B’
et x € f~YB'). On a bien montré inclusion f~Y(B) C f~(B').

6. Montrons que f~*(BNB') = f~Y(B)n f~4(B).

Soit z € f~Y (BN B'). On a par équivalence

re€fY(BNB)s f(r)e BNB' & f(x) € B ET f(v) e B
srecfYB)ETzc fY{(B)exzecfY(B)nfHB)
Comme on a raisonné par équivalence, on a directement montré [’égalité entre les
deuz ensembles f~1 (BN B') et f~4(B)N f~1(B).
7. 1l suffit de réécrire la démonstration du point 6. en remplacant les E'T par des OU.

o
Attention, il est important de comprendre (a 'aide des démonstrations) que les résultats
sur I'image directe et sur I'image réciproque ne sont pas les mémes!

7.1.3 Composition

Soient E, F' et GG trois ensembles. On considére f une application de E vers F et g
une application de F vers G.

Définition 7.15. On appelle composée des applications f et g application de E vers
G, notée go f et définie par

VazeE,gof(z)=glf(x)]
Exemple 7.16. Soit les applications f et g définies par

f*R — R g: R — R
0 st <0 0 s2 >0
r — f(z)= et r — g(x)=
r st x>0 —x st x<0.

Calculer go f et fog.
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Proposition 7.17. Soient des ensembles E, F, G et H. On considére les applications f, g
et h défiinies respectivement de E vers F', de F' vers G et de G vers H.

1. La composition des applications est associative : ho (go f) = (hog)o f.

2. Si G = E alors on peut définir go f et fog mais ces applications ne sont pas égales
en général.

3. foldp=1Idpo f=f.

Démonstration

1. Les applications ho (go f) et (hog)o f ont méme ensemble de départ E et méme
ensemble d’arrivée H. De plus, pour tout x € £, on a

ho(go f)(x) = hlgo f(x)] = hlglf(z)]

et

(hog)o f(z) = (hog)lf(z)] = hlglf(z)]].
Les deux applications sont donc égales et la composition des applications est bien
associative.

2. Dans le cas G = F, les deux applications go f et fog ont méme ensemble de départ
et d’arrivée E/, mais elles ne sont pas nécéssairement égales, 'exemple 7.16 en étant
une preuve.

3. Les trois applications f oIdg, Idr o f et f ont méme ensemble de départ E, méme
ensemble d’arrivée F' et prennent la méme valeur f(z) en tout point x de E. Elles
sont donc égales.

7.2 Injection, surjection, bijection
7.2.1 Définitions
Soient F et F deux ensembles et f une application de E vers F
Définition 7.18. L’application f est injective si et seulement si
(V (2,2') € E*)(f(z) = f(a') = 2 = 2).
En utilisant la contraposée, il est équivalent d’écrire que f est injective si et seulement si
(V (z,2") € E?)(z # o' = [(2) # f(2')).

Autrement dit, une application est injective si et seulement si tout élément de ’ensemble
d’arrivée a au plus un antécédent par f.

Exemple 7.19. Déterminer, parmi les applications f, g et h des exemples 7.5 et 7.7,
lesquelles sont injectives.
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Définition 7.20. L’application f est surjective si et seulement si

VyeF)(JzeE)(y=f(r)).

Autrement dit, une application est surjective si tout élément de [’ensemble d’arrivée a
au moins un antécédent par f.

Exemple 7.21. Déterminer, parmi les applications f, g et h des exemples 7.5 et 7.7,
lesquelles sont surjectives.

Définition 7.22. L’application f est bijective si et seulement si elle est injective ET
surjective, c’est-a-dire,

(VyeF)3!zeE)y=f(z).
Autrement dit, une application est bijective si tout élément de l’ensemble d’arrivée a

exactement un antécédent par f.

Exemple 7.23. Construire, a partir des applications f, g et h des exemples 7.5 et 7.7,
une application bijective.

Définition 7.24. Soit f est une application bijective de E vers F'. On appelle application
réciproque de f, U'application de F vers E notée =1 définie par

ff''F — FE

Yy — x= f_l(y) ou x est l'unique antécédent de y par f .

Exemple 7.25.

1. L’application In définie de R7 vers R est la réciproque de l'application exp définie
de R vers R .

2. L’application Arccos définie de [—1,1] vers [0, 7] est la réciproque de la restriction
de la fonction cos a l’ensemble [0, 7].

Remarque 7.26. ATTENTION! Il ne faut pas confondre l'application réciproque f=*
d’une application bijective f avec f~(B), l’image réciproque d’un ensemble B (cf défini-
tion 7.11) qui est parfaitement définie, méme si f n’est pas bijective.

7.2.2 Propriétés

Proposition 7.27. Soit E et F', deux ensembles et f une application de E vers F. On
note A et A" deux sous-ensembles de E, B et B’ deux sous-ensembles de F. Nous avons
les propriétés suivantes :

1. La composée de deux applications injectives est injective.
2. La composée de deux applications surjectives est surjective.
3. La composée de deux applications bijectives est bijective.

4. [ est surjective si et seulement st Im f = F.
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5. St f est injective alors f(ANA") = f(A) N f(A").
6. Si f est injective alors A = f~ (f(A))
7. Si f est surjective alors f(f~1(B))

Démonstration Les assertions 2. 3. et 5. a 7. seront démontrées en TD. Voyons les
autres maintenant.

1. Soit f une application injective de E vers F' et g une application injective de F vers
G. Montrons que go [ est une application injective de E vers G.
Soient (x,x') € E? tels que go f(x) = go f(x'). Par définition de la composition,
glf (@)] = g[f(2")]. Comme g est injective, f(x) = f(z'). Et comme f est injective,
x =12'. On a bien montré que

(V (z,2") € E*)(go f(z) = go f(a') = . =)

donc que g o f est injective. La composition de deux applications injectives est bien

mjective.

4. On doit démontrer une équivalence. Montrons donc une double vmplication :

— Supposons f surjective et montrons que f(E) = F. On a toujours f(E) C F par
définition. Pour l’autre inclusion, considérons y € F. Comme f est surjective, il
existe un antécédant x € E a y tel que y = f(x). Ainsi, y € f(E) et F C f(E).
Par double inclusion, nous avons bien montré l’égalité f(E) = F.

— Réciproquement, supposons que f(E) = F et montrons que f est surjective. Soit
y € F. Comme F = f(E), y € f(E). Or f(E) est l’ensemble des images par f
d’éléments de E donc il existe v € E tel que y = f(x) et f est surjective.

Nous avons bien démontré ’équivalence entre ’assertion "f est surjective” et celle

"f(E) = F". Cette assertion est primordiale pour l’étude des applications linaires

en algébre linéaire.

Proposition 7.28. On considére f et g des applications bijectives définies respectivement
de E vers F et de F vers G. On note f~' (respectivement g=*) lapplication réciproque
de [ (respectivement de g). Alors,

1. fof’l = IdF et fil Of = IdE
2. L’application f~1 est bijective et (f_l)*1 =f.
3. (go f)_l =flo

Démonstration

1. Les deux applications f o f~! et Idr ont méme ensemble de départ F' et d’arrivée
F'. De plus en tout point y € F, elles ont la méme image y.
En effet, fo f7'(y) = f(z) = y si z est I'unique antécédant de y par f (celui-ci
existe et est unique car f est bijective). De méme, on montre que f~'o f = Idg.
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2. Soit f une application bijection. Posons h = f~! sa réciproque. Alors, h est une
application de F' vers E. Montrons qu’elle est bijective.
Soient (y,y') € F? tels que h(y) = h(y’). Alors par composition, f o h(y) = f o (¢/).
Or par 1. ci-dessus, f o h =1Idr donc y =3/ et h est injective.
Soit x € E. Alors f(z) € F et h(f(z)) = ho f(z) =z donc f(z) est un antécédant
par h de z. On a montré que h est surjective.
Etant injective et surjective, h est bijective. De plus, on montre aisément qu’elle
coincide avec f~!. Ainsi, lapplication f~! est bijective et (f~1)~' = f.

3. Si f et g sont deux applications bijectives de F vers F' et de F' vers GG respectivement
alors leur composée g o f est bijective de E vers G(cf proposition 7.27 point 3). De
plus, les deux applications (go f)™! et f~' o g~! ont méme ensemble de départ G
et méme ensemble d’arrivée E. Enfin, en tout point z € G, si on note y 'unique
antécédant de z par g et & I'unique antécédant de y par f, on a (go f)7'(z) = z car
go f(z)=g(y)=zet fLog (z) = f'(y) = x. Ces deux applications sont donc
égales.

Exemple 7.29. Déterminer les ensembles E, F,G et H tels que
cosoArccos = Idg, Arccoso cos = Idp, sho Argsh =1dg et Argshosh =Idy.

Proposition 7.30. Soit E et F' deux ensembles. On considére [ et g deux applications
définies respectivement de E vers F' et de F' vers E.

1. Sigo f =1dg alors f est injective et g est surjective.

2. Sigof =1dg et fog = Idr alors f et g sont bijectives et réciproques ['une de
lautre.

Démonstration

1. Supposons que g o f = Idg et montrons que f est injective.
Soient (z,2') € E? tels que f(z) = f(z'). Par composition on a go f(z) = go f(z).
Or go f =1dg donc z = 2’. On a bien montré l'injectivité de f.
Montrons maintenant que g est surjective.
Soit x € E. Alors f(x) € F et g(f(x)) =go f(x) = Idg(x) = x. Ainsi f(z) est un

antécédant par g de = et g est surjective.

2. Supposons maintenant que go f = Idg et f o g = Idp. Alors par le raisonnement
précédent, on montre que f est injective et g surjective par la premiére égalité. La
deuxiéme conduit a la surjectivité de f et l'injectivité de g. Finalement, f et g sont
bijectives. On montre aisément que les applications g et f~! sont égales de F' dans
E puis en utilisant la proposition 7.28 point 2 que f et g=! le sont aussi. Ainsi, f
et g sont réciproques I'une de I'autre.
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Plus généralement, on a le résultat suivant :

Proposition 7.31. Soit B, F et G trois ensembles. On considere f et g deux applications
définies respectivement de E vers F et de F' vers G.

1. Si go f est surjective alors g est surjective.

2. Si go f estinjective alors f est injective.

Démonstration Cette démonstration sera vue en TD. o
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Test d’assimilation numéro 5

Construire le graphe d’une application quelconque, d’une application injective, puis
surjective et enfin bijective. On prendra soin de construire quatre graphes différents.

Construire le graphe d’une fonction qui n’est pas une application, d’une application
non injective, puis non surjective et enfin non bijective. On prendra soin de construire
quatre graphes différents.

Donner les définitions d’une application, d’une application injective, d’une applica-
tion surjective, d'une application bijective.

Donner les négations des quatre définitions précédentes.

5. Soit f une application de E dans F. Soit A une partie de E et B une partie de F.

Traduire y € f(A) et z € f~1(B).

6. Trouver un exemple f, E, F, A et B tels que f~!(f(A)) # Aet f(f'(B)) # B.
7. Trouver un exemple f, E, F, A et A’ tels que f(ANA") # f(A) N f(A).

8. Donner 'exemple d'une application de R dans R qui laisse stable tous les sous-

10.

ensembles de R.

Donner un exemple f, g, ' et F, différent de celui du cours, pour lequel f o g et
g o f sont bien définies mais différentes.

Soit f une application bijective de E' dans F'. On note h sa fonction réciproque de F
dans E. Soit A une partie de F et B une partie de F'. Montrer que f~!(B) = h(B)
et que h™1(A) = f(A) ou f~1(B) désigne I'image réciproque de B par f et h(B)
I'image directe de B par h. C’est cette égalité qui explique la notation ambigiie de
I'image réciproque.
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Chapitre 8

Ensembles finis - Dénombrement

Si n est un entier naturel, on note N,, = {0,1,2,--- ,n} et N* ={1,2,--- 'n}.

8.1 Ensembles finis, dénombrables, infinis non dénom-
brables

Soient E et I deux ensembles.

8.1.1 Définitions

Définition 8.1. Les ensembles E et I' sont équipotents ou E est équipotent a F' s’il
existe une bijection de E vers F.

Lemme 8.2. Soit m et n deux entiers naturels non nuls. Si N et N sont équipotents
alors m =n.

Démonstration Soit h une application bijective de N vers N* . Nous allons montrer par
récurrence sur n € N* que m = n.

Définition de D’assertion a démontrer : Pour n € N*, notons P(n) 'assertion m = n.

Initialisation : Pour n = 1, supposons que m > 1. Si h(1) > 1 alors 1 € N, n’a pas
d’antécédent par h bijective ce qui est absurde donc h(1) =1 et alors c’est 2 € N,
qui n’a pas d’antécédent par h bijective. Finalement, on a bien m =1 =n.

Hérédité : Soit n € N. Supposons que P(n) est vraie et montrons que P(n+1) est vraie.
Supposons dans un premier temps que h(n + 1) = m. Alors 'application

h:N:f — N°_|
p — hip)

est bijective donc par hypothése de récurrence, n = m — 1 donc n+ 1 = m et la
propriété est vraie au rang n + 1.
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Supposons maintenant que h(n + 1) = a # m. Alors 'application

¢:N, — N
p si pFtaetp#m
p — plp)=q m si p=a
a si p=m

est bijective. Ainsi, I'application h = @oh est une bijection de Ny | vers N} et nous
sommes ramené au cas précédent puisque h(n+1) = ¢(a) = m. Par suite n+1 = m.

Conclusion : Par le principe de récurrence, la propriété est vraie pour tout entier non
nul n.

Remarque 8.3. La réciproque de ce lemme est bien sir vraie, st m = n alors N} et N¥
sont égaux donc équipotents. L’implication évoquée dans le lemme est donc en fait une
équivalence.

Définition 8.4. L’ensemble E est fini s’il est vide ou sl existe un entier naturel non
nul n tel que E soit équipotent a N . L’entier n est unique et s’appelle le cardinal de E :
on note n = Card E. De plus, par convention Card () = 0.

Remarque 8.5. Le fait que [’entier naturel non nul n evoqué ci-dessus existe et soit
unique est une conséquence directe du lemme 8.2.

Exemple 8.6. Soit un entier non nul n. Montrer que les deuz assertions suivantes sont
équivalentes :

i. wy, 29, ... ,2,) € E tels queV(i,j) €N, i+ j=ux;#x; et E={x1,29,+ , 2}
ii. Card E =n
On pourra notamment considérer l'application ¢ qui a i € N, associe x; € E et montrer

qu’elle est injective et surjective.

Proposition 8.7. Soient E et F' deux ensembles finis et f une application de E vers F.
Si f est bijective alors Card E = Card F.

Démonstration Soit n = Card E et p = Card F avec n et p deux entiers naturels non
nuls. Il existe par définition une bijection ¢ de E dans N, et une autre ¢ de F' dans NJ.
Ainsi, ¢ o fo¢™! est une application de N¥ dans N7, bijective car composée d’applications
bijectives (cf proposition 7.27). D’aprés le lemme 8.2, n = p. o

Définition 8.8.
1. L’ensemble E est infini s’il existe une injection de N vers E.
2. L’ensemble E est infini dénombrable ou dénombrable s’il est équipotent a N.

3. L’ensemble E est infini non dénombrable s’il existe une injection non surjective
de N vers F.
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Exemple 8.9.
1. Montrer que l’ensemble des entiers pairs est dénombrable.
2. Montrer que ’ensemble des entiers relatifs est dénombrable.

3. Montrer que E =]0,1] et F =]1,400] sont équipotents. On admettra qu’ils sont
infinis non dénombrables.

Proposition 8.10. St E est dénombrable alors E est infini. La réciproque est fausse.

Démonstration Si F est dénombrable, il existe une bijection de N vers E, donc en
particulier il existe une injection de N vers E et F est infini.

Pour montrer que la réciproque est fausse, nous allons montrer que N et P(N) ne sont
pas équipotents. Il est clair que P(N) est infini car 'application f défnie par

f:N — P(N)

n — {n}

est injective. Supposons de plus qu’il existe une application g surjective de N vers P(N).
Alors pour tout entier n, g(n) est un sous-ensemble de N. Soit A € P(N) défini par

A={peNpg g}
Comme g est surjective, il existe ng € N tel que g(ng) = A.

-Premier cas : ng € A = g(ng) donc ng € g(ng) et ng & g(ng) puisque ny € A.
-Second cas : ng € A = g(ng) donc ng &€ g(ng) et par suite ny € A.
Les deux cas conduisent & une contradiction, c’est donc qu’il n’existe pas d’application
surjective de N vers P(N) donc P(N) n’est pas dénombrable. o

8.1.2 Cardinaux, union, intersection et produit

Lemme 8.11. Soit E un ensemble fini non vide et x € E. Alors
Card £\ {z} =Card £ -1

Démonstration Si F = {z} alors Card (F\ {z}) = Card ) =0 et Card E—1=0.On a
bien 1’égalité désirée. Si maintenant Card ' =n > 1, il existe une bijection ¢ de E dans
N* et on va construire une nouvelle bijection ¢ de E\ {z} dans N _,. Soit donc ¢ 'applica-

tion définie par Yy € E\ {z}, ¥(y) = ¢(y) si p(y) # n et ¥(y) = ¢(x) sinon. On vérifie (a
faire en exercice!) qu’elle est bijective de F\{z} dans N!_,. Ainsi, Card E\{z} =n—1. ¢

Proposition 8.12. Soit E un ensemble fini.
1. Si A C E alors A est un ensemble fini et Card A < Card F.
2. 851 ACFE et Card A= Card FE alors A=F.
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Démonstration

1. Montrons cette implication par récurrence sur le cardinal de F.
Définition de la propriété de récurrence : Soit n € N et P(n) la proposition
suivante :"Si A C E et Card E = n alors A est un ensemble fini et Card A < n".
Initialisation : Sin = 0, £ = () et la seule partie de F est A = E = (). Ainsi,
Card A =0 < Card F et la propriété de récurrence est vérifiée au rang n = 0.
Hérédité : On suppose que P(n) est vraie pour un certain n € N. Montrons que
P(n + 1) est vraie. Soit donc £ un ensemble fini de cardinal n + 1 et A C E. Deux
possibilités s’offrent a nous : soit A = F et Card A =n+1 < Card F et P(n+ 1)
est vraie, soit A # E et il existe ¥ € CgA. Alors A C E'\ {x}. D’aprés le lemme
8.11, Card E\ {x} =n+1—1=n et on peut appliqué la propriété de récurrence
aAC E\{z}. Donc Card A <n <n+1. Ainsi P(n + 1) est encore vérifice. On a
bien montré que dans les deux cas la propriété de récurrence est héréditaire.
Conclusion : Par le principe de récurrence, Vn € N, si F est un ensemble fini de
cardinal n et A C E alors Card A < n et la proposition est démontrée.

2. Soit F un ensemble fini et A une partie de F de méme cardinal que F. Raisonnons
par I'absurde : si A # E alors il existe € CgA et A C E\ {}. De méme que
précédemment, Card A < Card EF — 1 < Card E. Ceci est absurde car contredit le
fait que A et E soit de méme cardinal. Donc A = FE.

Remarque 8.13. Attention de bien vérifier I’hypothése A C E dans la deuziéme propo-
sition car les ensembles {0,1,2,3} et {9,8,7,6} sont de méme cardinal mais ne sont pas
égaux !

Proposition 8.14. Soit E un ensemble fini.
1. Soit AC E et BC E tels que AN B =0 alors Card (AU B) = Card A + Card B.
2. Soit AC E et BC E alors Card (AU B) = Card A + Card B — Card (AN B).
3. Soit A C E alors Card CpA = Card F — Card A

p
4. Sill ={Ay, Ay, -+ | Ay} est une partition de E alors Card E = Z Card A;.

i=1
Démonstration

1. On sait que E est un ensemble fini, A, B et AU B sont des parties de E donc ce
sont aussi des ensembles finis. Soit m = Card A et p = Card B. Il existe donc une
bijection ¢ de A dans N, et une autre ¢ de B dans N;. Construisons f de AU B

dans Ny, par f(z) = p(z) siz € Aet f(x) =1(xr) +msiz € B. Alors on vérifie

que f est une bijection (surjective par construction et injective car AN B = () et

Card AUB =m + p.

2. On sait que F est un ensemble fini, A, B, AN B et AU B sont des parties de E
donc ce sont aussi des ensembles finis. On se raméne au cas précédent en écrivant

AUB =AU (BNCgA) car AN (BNCgA)=ANCzANB = 0.
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Ainsi, Card AUB = Card A+ Card (BNCgA). De plus, B = (BNA)U(BNCgA)
et (BNA)N(BNCgA) = BN ANCgA = 0. Donc par le point précédent, on a
encore Card B = Card (BN A) + Card (BNCgA). En combinant ces deux égalités,
on obtient 'égalité désirée.

3. On sait que (A4,CzA) forment une partition de E donc on peut appliquer le point
1. pour obtenir que Card A + Card CpA = Card E.

4. On généralise le cas précédent par récurrence sur le nombre de parties dans la
partition.
Définition de la propriété de récurrence : Soit p € N* et P(p) la proposition :
"Si (Aji)ien; est une partition de £ & p parties alors Card E = P Card A; "
Initialisation : Si p = 1, E est la seule partition de £ a un seul sous-ensemble. Or
Card E = Card F et la propriété de récurrence est vérifiée au rang p = 1.
Hérédité : On suppose que P(p) est vraie pour un certain p € N*. Montrons
que P(p + 1) est vraie. Soit (Ai)ieN;H une partition de £ a p + 1 parties de FE.
Alors (A, As,... Ay 1, A, U A, 1) est une partition de E & p parties. L’hypothése
de récurrence P(p) s’applique et Card E = Y27~ Card A; + Card (4, U A,,,). Or
A,NA,+1 =0 donc par le point 1., Card (A,UA,;;) = Card A, + Card A,;,. Ainsi
P(p + 1) est encore vérifice. On a bien montré que la propriété de récurrence est
héréditaire.
Conclusion : Par le principe de récurrence, la proposition est démontrée pour tout
p e N*.

Remarque 8.15. Les égalités précédentes peuvent se généraliser dans deux cas :

1. (Formule du crible) Si (A;)i=1.., est une famille de sous-ensembles de E alors
P P
Card (U AZ-> => (=1)**'Card (A;, N A, N---NA,;,)
i=1 k=1 (iy,..., ik)GN;’;

2. 8i (A;)iz1..p est une famille de sous-ensembles de E deux o deuz distincts (¢’est-a-
direi #i=A;NA; =0) alors

Card (LPJ Ai> = zp: Card A;
i=1 i=1

Proposition 8.16. Soient E et F' deux ensembles finis. Alors,
Card (£ x F') = Card FE Card F

Démonstration Soit F = {a4,...,a,} ou n = Card F (c¢f exemple 8.6).

Alors {a1} x F,...,{a,} X F} est une partition de E x F' a n parties de E x F. D’aprés
la proposition 8.14, Card E x F = Y  Card ({a;} x F). Or lapplication f qui &
(a;,b) € {a;} x F associe b € F est une bijection. Donc Card {a;} x F' = Card F et
Card E x F'=nCard F = Card E x Card F. o
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Exemple 8.17. Combien un village doit-il contenir d’habitants pour que deux personnes
au moins aient les mémes initiales ¢ On pourra commencer par compter combien d’initiales
a deux lettres peuvent exister.

Remarque 8.18. De méme que précédemment, cette formule se généralise facilement a
plus de deux ensembles : Si (E;);en: est une famille de n ensembles alors

Card ﬁ E;, = ﬁ Card FE;
i=1 i=1

8.1.3 Cardinaux et application

Proposition 8.19. Soient E et F deux ensembles finis et f une application de E vers

F.

1. Card f(F) < Card E.

2. Si f est injective alors Card F < Card F'.

3. f injective <= Card f(F) = Card E.

4. Si f est surjective alors Card EE > Card F'.

5. f surjective <= Card f(E) = Card F.

Démonstration

1. On sait qu'une fonction f est une application si et seulement si tout élément de
I’ensemble de départ © € E a exactement une image y dans ’ensemble d’arrivée.
Deux images pouvant étre confondues, on a donc Card f(F) < Card E.

2. Si f est injective alors 'application f de E dans f (E) définie pour tout z dans E
par f(z) = f(x) est bijective donc Card E = Card f(F). Or f(E) C F donc par la
proposition 8.12, Card f(E) < Card F et Card F < Card F.

3. L’implication directe vient d’étre démontrée, occupons-nous de la réciproque en dé-
montrant la contraposée! Si f est non injective alors il existe (z,2') € E? tels que
v £ 2 BT f(z) = f(@'). Ainsi, si B = {21,...a}, f(B) = {f(@1),-.., flwa)} ot
Card f(F) < Card E. Ainsi Card f(F) # Card E. Ceci démontre bien la contra-
posée de la réciproque.

4. Supposons que f est surjective. Alors f(E) = F et Card f(F) = Card F. Or
Card f(E) < Card E d’aprés le premier point. Ainsi, Card £ > Card F.

5. L’implication directe vient d’étre démontrée, occupons-nous de la réciproque. On

doit montrer que f(F) = F. On sait par définition que f(F) C F. Or Card f(E) =
Card F' par hypotheése donc f(FE) = F d’aprés la proposition 8.12. Ainsi, f est
surjective.

Théoréme 8.20. Soit E et ' deux ensembles finis de méme cardinal et f une application
de E vers F. f injective <= f surjective <= f bijective.
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Démonstration Supposons que f est une application de F dans F', deux ensembles finis
de méme cardinal. Alors

f injective < Card f(E) = Card E d’aprés la proposition 8.19 point 3.
& Card f(E) = Card F car Card E = Card F'
& f surjective d’apres la proposition 8.19 point 5.

D’autre part, comme f est bijective si et seulement si elle est injective et surjective, on a
bien les deux équivalences demandées. o

Remarque 8.21. Attention de bien vérifier ’hypothese "ensembles finis de méme cardi-
nal” car Uaplication

h:N — N

n —— 2n

est injective mais non surjective.

8.2 Dénombrement

Le dénombrement consiste & déterminer le nombre d’éléments dans un ensemble fini.
Nous allons donner quelques exemples et définir quelques notions d’analyse combinatoire.

8.2.1 Cardinaux et parties

Théoréme 8.22. Soit E et F' deur ensembles finis. St Card E = p et Card F' = n alors
Card F¥ =nP.
Ceci justifie la notation F'¥ pour l’ensemble des applications de E vers F.

Démonstration Soit £ = {ay,...,a,} un ensemble fini de cardinal n (cf exemple 8.6).
On définit une application h de F'¥ dans le produit cartésien F™ par

h:FF — F7
[ o— (fla1),..., flan))

Montrons que c’est une bijection.

Si h(f) = h(g) alors (f(a1),..., f(an)) = (g(a1),...,g9(a,)) et Vi € NI, f(a;) = g(a;).
Comme f et g sont deux applications de F dans F' égales en tout point de E, elles sont
égales. Ainsi, h est injective.

Soit (by,...,b,) € F™. On construit 'application f de E dans F par Vi € N*, f(a;) = b;.
Alors h(f) = (by,...,b,) et f est un antécédant de (by,...,b,) par h. Ainsi, h est sur-
jective. Finalement, h est bijective de F'¥ dans F™ et par les propositions 8.7 et 8.16,
Card F¥ = Card F" = (Card F)". o
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Corollaire 8.23. Soit E un ensemble fini. Si Card E = p alors Card P(E) = 2.

Démonstration Il existe plusieurs démonstrations de ce théoréme, en voici une qui utilise
la notion de fonction indicatrice.

Soit A € P(FE), on appelle fonction indicatrice de A, l'application 14 définie de E dans
{0,1} de la fagon suivante :

1 si z€A
verlA(x):{O si x¢g A

On considére alors 'application ® définie par :

®:PE) — {0,1}"
A — 1A
On montre que ® est injective : Soit (A, B) € (P(F))? tels que ®(A) = ®(B) c’est-a-dire
14 = 1p. Pour tout x € A, 1g(z) = 14(z) = 1 donc z € B et A C B. De méme on montre
que B C A et par suite on a A = B.

On montre ensuite que ® est surjective : Soient f € {0,1}¥ et A = {z € E, f(z) = 1}.
On a alors f = 14. En effet, pour tout x € A, f(x) = 1 = 14(x) et pour tout = ¢ A,

f(x) =0 = La(z).
® est donc une application bijective donc Card P(E) = Card {0, 1}¥ = 2¢. o

Exemple 8.24. Soit E un ensemble fini de cardinal n € N*. Montrons que

Z Card X = n2"!

XeP(E)

On peut montrer facilement (a faire!) que Uapplication ¢ qui a X € P(FE) associe son
complémentaire Cp X € P(E) est une bijection. Ainsi,

Z Card X = Z Card CpX

XeP(E) XeP(E)

En additionnant ces deux sommes et sachant que (X,C5X) est une partition de E, on a

Z Card XUCEX Z Card F = Z n =n2"

XeP(E) XeP(E) XeP(E

d’apres le corollaire 8.23. En divisant par 2, on obtient la quantité désirée.

8.2.2 Arrangements

Théoréme 8.25. Soit E et ' deux ensembles finis tels que Card F = p < n = Card F.
n!

(n—p)’

Le nombre d’applications injectives de E vers F' est :
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Démonstration Notons A, , le nombre d’applications injectives de E vers F'. On raisonne
par récurrence sur p = Card E.

Définition de la propriété de récurrence : Pour p € N, notons P(p) 'assertion

n!

A=
P (n—p)!

Initialisation : pour p = 1, il existe n applications de E vers F', elles sont toutes injec-
n!
(n—1)I
Héreédité : Soit p € N. Supposons que P(p) est vraie et montrons que P(p+1) est vraie.
Soit F un ensemble de cardinal p+ 1 et a € E.

Comme Card (E'\ {a}) = p, I'hypothése de récurrence assure que le nombre d’ap-
|

(n—p)!
injective f de E \ {a} vers F, il existe n — p prolongements injectifs de f & E qui
correspondent aux n — p images possibles de 1’élément a. Par suite,

tives donc A, 1 =n =

plications injectives de E \ {a} vers F est A, , = . Pour toute application

n! n!
Aot = 0= Py = 0 DG S G

La propriété est donc vérifiée au rang p + 1.

Conclusion : Par le principe de récurrence, la propriété est vraie pour tout entier p.

Définition 8.26. On note

st n>p
0 st n<p

AP est le nombre d’arrangements de p éléments dans un ensemble a n éléments, c’est-
a-dire le nombre de fagons différentes de choisir une suite ordonnée et sans répétition de
p €éléments parmi n.

Théoréme 8.27. Soit E/ et ' deux ensembles finis tels que Card E = Card F' = n.

Le nombre d’applications bijectives de E vers F est n!.

Dans le cas ou E = F, une bijection de E dans E est aussi appelée une permutation de
E. L’ensemble des permutations de N}, est appelé le groupe symétrique S,, et son cardinal
est

Card S,, =n!.
Démonstration Comme E et F' sont des ensembles finis de méme cardinal, toute appli-
cation injective est bijective donc le nombre de bijections est A} = ——— =nl. o

(n—n)!
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Exercice 8.28. Une urne contient 8 boules rouges, 3 blanches et 9 noires. On tire succes-
siwement et sans remise 3 boules de ['urne. Combien de tirages différents peut-on obtenir

1. en général ¢

2. avec trois boules rouges ?

avec trois boules blanches ?

avec dans [’ordre : une rouge, une blanche et une noire ¢

avec dans le désordre : une rouge, une blanche et une noire ?

S SR S

avec dans le désordre : deux rouges et une blanche ?

8.2.3 Combinaisons

Théoréme 8.29. Soit E un ensemble fini de cardinal n et p un entier tels que p < n. Le

n!
nombre de parties de E de cardinal p est : ———.
pl(n —p)!
Démonstration Cette démonstration proche de celle du nombre d’applications injectives
sera vue en TD. o
Définition 8.30. On note
n! s
Ch = ( " ) = plin—py T
p 0 st n<p

C? est le nombre de combinaisons de p éléments dans un ensemble a n éléments, c’est-a-
dire le nombre de fagons différentes de choisir un ensemble non ordonné et sans répétition
de p éléments parmi n.
Proposition 8.31. Soit n et p des entiers avec n > 1.

1. CO=Cr=1.

2. Vp<n,Cl=CpP.

3. V1<p<n,Cl , =Ct+CPt (Triangle de Pascal)

Démonstration Ces démonstrations seront vues en TD mais sont souvent connues de-
puis la terminale ! o

Théoréme 8.32 (Formule du binome de Newton).

(V (a,b) € R*)(VY n € N¥) <(a +b)" = Zn: Cﬁa’“bn—k> :

Démonstration Cette belle démonstration par récurrence vous sera proposée en TD. ©

Exercice 8.33. On appelle "main" toute partie de 8 cartes extraites d’un jeu de 32 cartes.
Combien existe-t-il

1. de mains différentes ¢

2. de mains contenant au moins un as ¢

70



Test d’assimilation numéro 6

Donner deux ensembles différents équipotents a {0, 1,2, 3}.

Qu’est ce que le cardinal d’'un ensemble fini? L’appelation "LE cardinal" est-elle
justifiée ?

3. Donner trois ensembles dénombrables et trois ensembles infinis non dénombrables.

4. Soit A, B et C' trois parties d’'un méme ensemble fini £. Donner une formule pour

Card (AU B U (). La démontrer a partir de celle de Card (AU D) ot D est une
partie de E & déterminer. Vérifier qu’elle coincide avec la formule du crible dans le
cas p = 3.

Soit E et F' deux ensembles finis tels que Card F < Card F. Que peut-on dire des
applications de E dans F'? Sont-elles injectives 7 surjectives 7 bijectives ?

6. Méme question pour Card E > Card F. Et si Card F = Card F'?
7. Soit E = {ey,...,en,} et F = {fi1,..., fp}. Construire une bijection de E x F

dans Nj X N7 et proposer une autre preuve que celle du cours de la proposition
Card ' x F'= Card E x Card F.

8. Expliciter toutes les permutations de {1,2,3} et retrouver le cardinal de S;.

9. Calculer de deux manieres différentes (en utilisant la définition ou la formule) A2,

10.

Al et AT

Méme question pour CY, C! et C™.
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Chapitre 9

Suites numeériques réelles

9.1 Définitions, Opérations

9.1.1 Définitions

Définition 9.1. On appelle suite réelle toute application u de N dans R qui a un entier

naturel n donné associe un réel u(n) encore noté u,,.
On note RY l'ensemble des suites réelles. Une suite u est désignée par (tUn)nen €t

u(n) = u, est appelé terme général de la suite (uy,)nen-
Exemple 9.2.

— Soit la suite (up)nen définie par ¥n € N, u,, = n%—l Calculez ug, uy et uigg.
— Soit la suite (uy)nen définie par ug =1 et la relation de récurrence

Vn € N, up1 = uy, + 3.

C’est une suite arithmétique de raison q = 3.
— Soit la suite (up)nen définie par ug =1 et la relation de récurrence

Vn € N, upi1 = duy,.

C’est une suite géométrique de raison q = 5.

Les cas particuliers de suites définies par une relation de récurrence seront étudiées
plus précisément a la fin de ce chapitre.

Définition 9.3. On dit qu’'une suite (v,)nen est une suite extraite de la suite (uy)nen
siVn € N, v, = uym) ot @ est une application strictement croissante de N dans N.

Proposition 9.4. Si ¢ est une application strictement croissante de N dans N, alors
Vn e N, ¢(n) > n.

Démonstration Effectuons une démonstration par récurrence.
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Définition de I’assertion a démontrer : Soit n € N. Notons P(n) la propriété

o(n) > n.

Initialisation : Comme ¢ est une application de N dans lui-méme, la propriété est vérifiée
au rang n = 0.

Hérédité : Supposons qu’elle est vraie pour un rang n donné et montrons qu’elle reste
vraie au rang n + 1. Comme ¢ est strictement croissante, p(n + 1) > ¢(n) > n car, par
hypothése, P(n) est vraie. Sachant que ¢(n + 1) est un entier et que p(n+ 1) > n, on en
déduit que P(n + 1) est vraie puis que la propriété P est héréditaire.

Conclusion : Ainsi, par le principe de récurrence, P(n) est vraie pour tout n € N. o

Exemple 9.5.

— La suite extraite (Upyng)nen permet de ne définir une suite qu’a partir d’un certain
rang ng € N : Soit la suite (u,)nen définie pour tout n > 3 par u, = In ﬁ Veérifiez
que cette suite est bien définie pour n > 3.

— Les suites extraites des termes pairs (us,)nen €t des termes impairs (Uopi1)nen Sont
tres fréquemment utilisées : Soit la suite (Uy)nen définie pourn € N par u,, = (—1)".
Donnez la suite extraite des termes pairs, des termes impairs.

Définition 9.6. On dit qu’une suite (u,)nen est une suite de Cauchy si elle vérifie
Ve>0,3n. eN|V(p,q) eN* (p>n.etq>n.) = |u, —u,| <e
ou encore, de maniére équivalente,
Ve>0,3n. € N|V(n,h) € N> n>n, = |upsn —u,| < ¢

Exemple 9.7.

— Soit (up)nen la suite définie pour tout n € N* par u, = % Montrer que cette suite
est de Cauchy.

"1
— Soit (up)nen la suite définie pour tout n € N* par u, = Z = Calculez w,, pour n

k=1
allant de 1 a 5. Montrer que cette suite n’est pas de Cauchy. On pourra montrer par

exemple que pour tout entier n € N*, |ug, — u,| > %

9.1.2 Opérations

Définition 9.8. On munit ’ensemble RY des suites réelles de deuz opérations internes :
une addition @ et une multiplication @ et d’une opération externe : une multiplica-
tion par un réel e de la maniére suivante

(un)nEN ¥ (Un)neN = (un + Un)nEN
(un)nGN X (Un)nGN = (unvn)nEN

Ae (un>n€N = ()\un)nEN
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Ces opérations posseédent les mémes propriétés que les opérations classiques entre
réels :
— Les opérations & et ® sont commutatives :

(un)neN S (Un)neN = (Un)nEN S (un)neN
(un)nEN & (Un>n€N — (Un>n€N & (un)nGN
— Les opérations @ et ® sont associatives :
((tn)nen ® (Vn)nen) ® (Wn)nen = (Un)nen @ ((Vn)nen & (Wn)nen)
((Un)nen ® (Un)nen) @ (Wn)nen = (Un)nen @ ((Un)nen ® (Wn )nen)
— Les opérations @ et ® possédent un élément neutre :
(Un)nGN D (O)TLGN = (Un)nGN
(un)neN ®1= (un)neN
— Chaque suite (u,)nen posséde un opposé (—uy, ),en par I'opération @ :
<_un)n€N % (un)neN = (O)nEN

— La multiplication ® est distributive par rapport a I’addition & :

(wn)neN ® [(“n)neN ® (Un)neN] = [(wn)nGN ® (un>n€N] D [(wn)neN ® (Un>n€N]

Certaines de ces propriétés, qui seront revues a ’'UV4 d’algebre linéaire, conférent a 1’en-
semble des suites réelles RY une structure d’espace vectoriel réel.

Exemple 9.9. Avec les suites (U, )nen €t (Un)nen définies par les termes généraux suivants,
calculer la somme et le produit des suites
1. u, = (—1)" et v, =sinnnw

2. u,=3netv, =0

1

n—HetUn:].

3. U, =

Définition 9.10. On dit qu’une suite (u,)nen est magorée si l’ensemble de ses termes
admet un majorant :
IM eR|VneN, u, <M

On dit qu’une suite (u,)nen est minorée si l'ensemble de ses termes admet un minorant :
dm eR|VneN, u, >m
On dit qu’une suite (u,),en €St bornée si elle est majorée et minorée :
Im,M) eR*|VneN, m<u, <M
ou de maniére équivalente,

dK >0|VneN, |u,| <K
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Remarque 9.11. Soit (u,)nen la suite vérifiant Yn € N, m < u, < M. Alors la derniére
phrase ci-dessus est vérifiée avec

1. K=Msi0<m<M
2. K=|m|=—-msim<M<0
3. K = max(|m|,|M|) sim <0< M

Exemple 9.12. Indiquer si les suites suivantes sont majorées, minorées, bornées en don-
nant a chaque fois une borne adéquate :

1. un:%pournzl
2. up, = sinn pour n € N
3. up, = 2n pour n € N

4. Ugy = —n €t Ugpi1 =N pourn € N
Proposition 9.13. Toute suite extraite d’une suite bornée est bornée.

Démonstration Soit (u,),eny une suite bornée. Il existe donc un réel M > 0 tel que
Vn € N, |u,| < M. Soit v,, = Uy,@m) une suite extraite de (u,)nen avec ¢ une application
strictement croissante de N dans N. Alors, Vn € N, ¢(n) € N et |ugy)| < M. Par consé-
quent, la suite (v,)nen est bornée. o

Proposition 9.14. Toute suite de Cauchy est bornée.

Démonstration Soit (u,),ey une suite de Cauchy. On sait par définition que
Ve >0,3In. eN|V(p,q) eN*, (p>n.et ¢g>n.) = |u, —uy| < e

Prenons ¢ =1 > 0 et notons n. = ny; € N. Alors, Vp € N, p > ny implique |u, — u,, | < 1.
Or, par inégalité triangulaire, |u,| < |u, — up,| + |un, |. Donc en posant My = |u,, | + 1,
on a

Vpe N, p>ny = |u,| <M

On a ainsi majoré tous les termes de la suite a partir du rang n;. Il ne reste a considérer
que les n; premiers termes de la suite qui sont en nombre fini.

Soient donc My = max(|ug|, |uil, ..., [un,—1]) > 0 et M = max(M;, My). Alors, tous les
termes de la suite sont majorés en valeur absolue par M > 0 et la suite est, par définition,
bornée. o
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9.2 Convergence, divergence

Le but de ce paragraphe est de définir rigoureusement la notion de convergence d’une
suite vers une limite, que vous avez intuitivement vue dans le secondaire.

9.2.1 Définitions des suites convergentes

Définition 9.15. On dit qu’'une suite (u,),en converge (ou est convergente) si
AeR|Ve>0,3n. eN|VneN, n>n.=|u, — ] <e¢

On dit alors que (uy)nen converge vers une limite | € R.

Exemple 9.16. Montrer, en revenant a la définition, que la suite (u,)nen définie par

_ 2n+1 _
up = T converge vers [ =2.

9.2.2 Conséquences immédiates de la convergence
Proposition 9.17. Si une suite réelle converge vers | € R alors la limite | est unique.

On note | = lirJlra up, et on dit que la suite (uy,)nen converge vers LA limite | € R.

Démonstration Soit (u,),eny une suite réelle convergente. Raisonnons par ’absurde et
supposons que (uy)neny admet deux limites distinctes [ # I’. Alors, on a par définition

Ve>0,3n.e N|VneN, n>n.=|u, — 1| <¢
Ve >0,3n. eN|VneN,n>nl = |u, —U'| <e

Soit € > 0 fixé. Définissons ng = max(n., n.). Soit n > ng. Alors par inégalité triangulaire,
L=V <l —up| + Ju, = U'| <26

On a donc montré que Ve > 0, |l — | < 2e. Choisissons € = |l —I'|/3 > 0 car [ # I'. Alors
1 <2/3. Ceci est absurde donc [ =1’ et la limite d’une suite est unique si elle existe. ©

Proposition 9.18. Si une suite (u,)nen est convergente alors elle est bornée.
Démonstration Soit (u,),en une suite convergeant vers [ € R. On sait donc que
Ve>0,3n.eN|VneN, n>n.=|u, -] <¢

Prenons e = 1 > 0 et notons n. = ny € N. Alors, Vn € N, n > n; implique |u,, — | < 1.
Or, par inégalité triangulaire, |u,| < |u, — {| +|I|. Donc en posant M; = |I| + 1, on a

VTLEN,TZZTL1:>’U”|SM1

On a ainsi majoré tous les termes de la suite a partir du rang ny. Il ne reste a considérer
que les n; premiers termes de la suite qui sont en nombre fini.

Soient donc My = max(|ugl, [ui, ..., |tn,—1]) > 0 et M = max(M;, Ms). Alors, tous les
termes de la suite sont majorés en valeur absolue par M > 0 et la suite est, par définition,
bornée. o
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Proposition 9.19. Si une suite (u,)nen converge vers la limite | € R alors toute suite
extraite de (un)nen converge vers la méme limite 1.

Démonstration Soit (u,),en une suite convergente vers [ € R. Traduisons cette hypo-
these :
Ve>0,3n. e N|VneN, n>n.=|u, — | <¢

Soit v, = Ug(y) une suite extraite de (uy)nen Ol ¢ est une application strictement crois-
sante de N dans N. Soit € > 0, n. défini comme ci-dessus et n un entier tel que n > n..

Alors
0 = 1] = g — 1) < =
car ¢(n) > n > n.. Finalement, on a démontré que

Ve>0,3dn. e N|[VneN, n>n.= v, -] <¢

donc que la suite extraite (v, ),en converge également vers . o

Remarque 9.20. La limite d’une suite ne dépend pas des premiers termes de la suite.

Exemple 9.21. En utilisant la contraposée de cette proposition, montrer que la suite

Up)nen définie par u, = sin(nZ) ne converge pas.
2

Attention : La convergence d’une suite extraite n’implique pas en général la conver-
gence de la suite. Etudier la convergence de la suite (uy,)nen définie par u,, = (14 (—1)")n.

Cependant, sous certaines conditions, la convergence des suites extraites peut entrainer
la convergence de la suite, comme le montre le résultat suivant.

Proposition 9.22. Si (u,)nen est une suite telle que les deux suites extraites (ugy)nen €t
(Ugn+1)nen convergent vers la méme limite finie [, alors la suite (u,)nen converge vers .

Démonstration Si (us,)nen €t (Ug,11)nen convergent vers une méme limite finie [ alors
Ve>0,3n.,eN|VReN, n>n.1 = |ug, — | <€
et
Ve>0,3n.,eN|IVReN, n>n.o = |ug — 1| <e
En posant, pour tout € > 0,n. ¢ = max{2n.1,2n.o+ 1} on a
VneN, n>n.0=|u, — 1| <e¢

ce qui prouve la convergence de (uy)nen vers [. o

Remarque 9.23. Ce résultat se généralise a tout recouvrement fini de la suite (up)nen,
N

i.e. a toutes N suiles extraites (Ug,(n))nen avec 1 < i < N telles que U vi(N) = N.

i=1
Proposition 9.24. Soit (u,)n,en une suite convergeant vers l et soit f une fonction définie
sur R et continue en 1 alors la suite (f(uy))nen converge vers f(1).

Démonstration Ce théoréme sera démontré dans 'UV "Analyse". o
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Proposition 9.25. Si une suite (u,)nen est convergente alors c¢’est une suite de Cauchy.

Démonstration Soit (u,)n,eny une suite convergente et notons [ sa limite. Traduisons
cette hypothése :

Ve>0,3n. e N|VneN, n>n.=|u, — | <¢

Soit € > 0, n. défini comme ci-dessus et (p,q) deux entiers tels que p > n. et ¢ > n..
Alors
up — uq| < fup — I+ |l — ug| < 22

On a ainsi démontré que
Ve >0, 3n. €N|VY(p,q) € N*, (p>mn.et qg>n.) = |u, —uy| <2

Ceci traduit bien que la suite (u,)nen est une suite de Cauchy. o

n

1
Exemple 9.26. Montrer que la suite (uy)nen définie par u, = Z z ne converge pas.

k=1
9.2.3 Suites divergentes

Définition 9.27. Une suite qui ne converge pas est appelée une suite divergente. En
particulier, elle vérifie

VieR,3e>0|VneN,Ip,. e N|p,. >netlu, —I>c¢

Exemple 9.28. Etudier la convergence ou la divergence des suites (un)nen définies par
les termes générauz u, = n, u, = (—1)", u, = sinn.

On distingue parmi les suites divergentes celles qui tendent vers plus U'infini (+00) et
celles qui tendent vers moins 'infini (—oc0).

Définition 9.29. Une suite (u,)nen divergente admet +0o comme limite et on note
lirf Uy = 400 S

VA>0,3dng eN|VREN n>ny = u, > A

Une suite (u,)nen divergente admet —oo comme limite et on note lim w, = —o0
n—-+o0o

s%
VA>0,3dns eN|VREN, n>ny = u, < —A
Proposition 9.30. Une suite tendant vers oo est divergente. La réciproque est fausse

Exemple 9.31. Etudier la convergence, la divergence et si besoin la limite des suites
(un)nen définies par les termes généraux u, = n, u, = (—1)", u, = sinn.

Proposition 9.32. Soit (u, )nen une suite divergeant vers +o00. Soit f une fonction définie
sur R telle que lir+n f(z) =1€ RU{£oo} alors la suite (f(uy,))nen converge vers .
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9.2.4 Théorémes d’encadrement

En revenant directement a la définition, on peut transmettre des propriétés de la limite
aux termes de la suite, & partir d'un certain rang.

Proposition 9.33. Si la suite (u,)nen converge vers l et si a < 1 < b, alors la suite est
comprise strictement entre a et b a partir d’un certain rang, c’est-a-dire

Ing e N|VneN, n>nyg=a<u,<b
Démonstration Soit (u,),ey une suite convergent vers [. Traduisons cette hypothése :
Ve>0,3n.eN|VneN, n>n.=|u, 1| <¢

On sait que [ < b, montrons que u,, < b a partir d’un certain rang. Posons ¢ = (b—1)/2 > 0
et ng =n.. Sin >ng alors —e <wu, —l <cecetu, <l+(b—1)/2=(b+1)/2 <b. Ainsi,

VneN, n>ny=u, <b

La minoration par a se montre de la méme maniére. o

Corollaire 9.34. Si une suite (uy)nen converge vers une limite non nulle | # 0 alors il
existe ng € N tel que la suite (u1 Jn>n, SOIt bien définie.

Proposition 9.35. Soit (uy)nen €t (Un)nen deux suites réelles convergentes vers 1 et I
respectivement. On suppose qu’il existe un rang ng € N tel que

n>ng= U, < Uy

Alors, I < I'. Le résultat reste inchangée méme si l'on suppose u, < v,. On dit que les
inégalités sont conservées au sens large lors du passage a la limaite.

Démonstration Par définition, on a

Ve>0,3dn. e N|VneN, n>n.=|u, — | <¢
Ve>0,3n. eN|VneN, n>n.=|v, —l'|<e

Soit € > 0 fixé. Choisissons ny = max(n.,n.) et n > ng. Alors
L=1U'=(—up) — (' =vy) + (u, —v,) < 26

Raisonnons par l'absurde. Si [ — !’ > 0, choisissons ¢ = (I —I')/3 > 0. Alors 1 < 2/3,
c’est absurde. Donc [ — I’ < 0 et [ <['. La démonstration reste inchangée si on remplace
I’hypotheése u,, < v, par u, < v,. o

Remarque 9.36. Soit (uy)nen €t (Vn)nen deux suites réelles définies par les termes gé-
néraux u, = 1/n et v, = 2/n. Alors u, < v, et pourtant leurs limites sont égales. Les
imégalités sont bien conservées au sens large en passant a la limite.

80



Proposition 9.37. Soit (u,)nen €t (Un)nen deux suites réelles. On suppose qu’il existe un
rang nyg € N tel que
n>nyg= U, < v,
Alors, on a les résultats suivants :
1. Si lim wu, = +o0 alors lim v, = 400

n—-+oo n—-+oo
2. 5 lim v, = —o00 alors lim wu, = —00
n—-+o0o n—-+oo
Démonstration

1. Supposons que lirf U, = +o00. Alors,

VA>0,3dns eN|VReEN, n>ny=u, > A
Or u, < v, pour n assez grand donc
VA >0, 3n/y = max(na,ng) EN|VneN, n>ny = v, > A

Ainsi, lim v, = +oc.
n—-+00
2. 1l suffit de considérer les suites (—up)nen €t (—vn)nen €t de se ramener au premier

cas.

Théoréme 9.38. (Théoreme des gendarmes) S (Un)nen, (Un)nen €t (Wn)nen sont trois
suites réelles vérifiant les trois propositions suivantes

1. vn e N, u, < v, <w,
2. la suite (u,)nen converge versl : lim w, =1

n—-4o00
3. la suite (wy)nen converge versl : lim w, =1
n—-4o00
Alors la suite (v,)nen converge versl : lim v, =1
n—4o0o

Démonstration Traduisons I'hypotheése 2. :
Ve>0,3n. e N|VneN, n>n.=|u, -] <e
Soit € > 0 quelconque. Par I'assertion énoncée ci-dessus, il existe un entier n; tel que
VneN, n>ny = u, -1 <e

Ainsi, —e <wu, -l <ceetl—¢e <wu, <Il+e. Deméme, on montre a partir de I'hypothése
3. qu’il existe un entier ny tel que pour tout n > ng, [ — e < w, < [ + . Posons
n. = max(ny,ng). Alors pour tout n > n., on a

l—€§ungvn§wn§l+€
Ainsi,
Ve>0,3dn. e N|VneN, n>n.= v, 1| <¢

et la suite (vy,),en converge vers . o

Exemple 9.39. Etudier la convergence de la suite (u,)nen+ définie par le terme général

sinn
Up = ——.
n n
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9.3 Opérations sur les limites

Dans ce paragraphe, nous allons démontrer a ’aide de la définition, les opérations
usuelles que vous avez ’habitude de faire pour le calcul des limites.

9.3.1 Addition

Proposition 9.40. Soit (un)nen €t (Un)nen deux suites réelles convergeant respectivement
vers | et l'. Alors la suite (tup)nen ® (Vn)nen = (Un + U )nen converge vers | + 1.

Démonstration Traduisons nos deux hypothéses :

Ve>0,3dn. e N|VneN, n>n.=|u,— 1| <e
Ve>0,3n. eN|VneN,n>n. = v, —l'|<e

Montrons que (u,, 4+ v, )nen converge vers [ + I'. Soit € > 0 quelconque.
Notons ng = max(n.,n.). Soit n € N tel que n > ng. Alors

[ +vn) — U4+ 1) = [(up — 1) + (v, = U)| < g = U + |0, = U'] < 2¢

D’ou
Ve >0,3dng e N|Vne N, n>ng= |[(u, +v,) — ([ +1)] <2

Ceci démontre bien que la suite (u, 4+ v, )nen converge vers [ + I o

Exemple 9.41. Ftudier la limite de la suite (u,)nen dont le terme général est u,, = %+3.

9.3.2 Produit

Proposition 9.42. Soit (uy,)nen €t (Un)nen deur suites réelles convergeant respectivement
vers l et I'. Alors la suite (up)nen @ (Vn)nen = (UnUn)nen converge vers 1.

Démonstration Traduisons nos deux hypotheéses :

Ve>0,3dn. e N|Vne N, n>n.=|u, -] <¢
Ve>0,3n. eN|VneN, n>n.=|v, - l'|<e

Montrons que (u, vy, )nen converge vers [l’. Soit € > 0 quelconque. Notons ng = max(n., n.).
Soit n € N tel que n > ng. Alors

|<unvn) - (ll,)| = ’(un - l)vn + l(vn - l,)| < |un - l||Un| + |l||vn - l/| < 5(|Un| + |l|)

Or la suite (v,)nen converge. Elle est donc bornée et il existe M > 0 tel que Vn € N,
lun| < M. Ainsi

Ve >0,3ng e N|VneN, n>nyg=|(u,+v,) — ([ +1)] < (M+]l|)e

Ceci démontre bien que la suite (u,vy,)nen converge vers [’ o
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Exemple 9.43. Etudier la convergence de la suite (u,)nen définie par le terme général
U, = (1 + e ™)?Arctan n.

Corollaire 9.44. Soit (u,)nen une suite réelle convergeant vers l. Soit a € R un réel
donné. Alors la suite a ® (Up)pen = (QUy)nen converge vers al.

Démonstration Il suffit d’appliquer le théoréme précédent a la suite constante égale &
a. On peut également réécrire la démonstration dans ce cas plus simple. o

Corollaire 9.45. Si (u,),en est une suite réelle bornée et (vy,)nen une suites réelle conver-
geant vers 0 alors la suite (Up)nen @ (Un)nen = (UnVn)nen converge vers 0.

Démonstration Il suffit d’appliquer le théoréme des gendarmes en majorant |u,v,| par
M |v,|. Puis d’apres le corollaire 9.44, cette derniere suite tend vers M x 0 = 0. o

Exemple 9.46. Ftudier la limite de la suite (uy,)nen définie par u, = e " sinn.

Proposition 9.47. Soit (u,)nen une suite réelle convergeant vers I # 0. Alors il existe

L 1
no € N tel que la suite (;-)n>n, converge vers ;.

Démonstration On sait par le corollaire 9.34 qu’il existe ny € N tel que la suite (%)nzno
soit bien définie. Montrons maintenant qu’elle converge vers % Traduisons tout d’abord
notre hypothése :

Ve>0,3n.eN|VneN, n>n.=|u, — 1| <¢

De plus, |I|/2 < |I| < 3]|l|/2 donc d’aprés la proposition 9.33, il existe n; € N tel que si
n > ny, [I|/2 < |u,| < 3|l|/2. Soit maintenant € > 0. Notons ny = max(n., ng,n1). Soit

n > ngy quelconque.

L1, |l —uy £ e 2
e B L
un 1 Junl] = Jund] =[] ]1]

Ainsi, on a bien démontré que
11 ,
‘v’8>0,HngENWnGN,nZnE:H——ﬂ§2€/l
U,

Ceci termine la preuve de cette proposition. o

Exemple 9.48. FEtudier la limite de la suite (u,)nen définie par le terme général suivant

1

Uy = —————.
" Arctan n
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9.3.3 Formes indéterminées

Dans le paragraphe précédent, nous n’avons considéré que des suites convergentes
admettant des limites finies. On peut également étudier les opérations entre suites diver-
gentes admettant comme limite +-0o0. Nous avons alors les propositions suivantes.

Proposition 9.49. Soit (u,)nen €t (Vn)nen deux suites réelles divergentes admettant +00
comme limite commune. Alors la suite (u, + Uy )nen diverge vers +oo.
Le résultat est identique en remplacant 400 par —oo.

Démonstration Traduisons nos hypothéses :

VA>0,3dns eN|VReN, n>ny=u, > A
VA>0,3n, e N|VneN, n>ny=0v, > A

Soit A > 0 et ny” = max(na,n’y). Soit n > na quelconque. Alors u,, + v, > 2A. On

a bien démontré que lirf U, + v, = +00. La démonstration est identique pour —oo et
n—-+0oo

nous vous laissons le soin de ’écrire ! o

Exemple 9.50. Etudier la limite de la suite (u,)nen définie par le terme général suivant
U, = 2n° + 3n.

Proposition 9.51. Soit (u,)nen une suite réelle divergente admettant 400 comme limite.
Alors il existe ng € N tel que la suite <i)n2no soit bien définie. De plus, elle converge
vers 0.

Le résultat est identique en remplagant +00 par —oo.

Démonstration Traduisons notre hypothése :
VA>0,3dng eN|VREN n>ny=u, > A

Prenons A = 1 et ng = ny4. Alors pour tout n > ng, u,, > 1 et UL est bien définie. Montrons
que cette suite converge vers 0. Soit € > (0. Posons A = % > 0 et n. = max(ng,na). Soit
n > n. quelconque. Alors

On a donc bien montré que

1
Ve>0,dn. e N|VneN, n>n.=|——-0[<¢
u

n

ce qui prouve bien que la suite (ui)n>n0 converge vers 0. La démonstration pour —oo est
L In>
identique, en faisant toutefois attention aux signes dans les inégalités. o

Exemple 9.52. Etudier la limite de la suite (u,)nen définie par le terme général u,, = %
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Proposition 9.53. Soit (u,)nen une suite réelle strictement positive convergeant vers
0. Alors la suite (%)neN est bien définie et diverge vers +00.

Le résultat est z'yzientique en remplacant une suite strictement négative convergeant
vers 0. Elle diverge alors vers —oo.

Démonstration Traduisons nos hypothéses :
1. vme N, u,, >0

2. V6>0,EInEENWnEN,nan:Mi—(H§5

Comme u,, > 0, ui est bien définie. De plus, si A > 0, posons € = % et n. = ny. Alors

pour n > n. quelconque, ui > % = A. On a donc bien montré que

1
VA>0,dns eN|VREN, n>ny= —> A
U,
et que la suite (i)”GN diverge vers +o00. La démonstration pour —oo est identique en
prenant bien soin aux signes dans les inégalités. o

Exemple 9.54. Etudier la limite de la suite (uy,)nen définie par le terme général suivant

_ 1
un T np2e—mc

Remarque 9.55. [l existe des formes indéterminées dans les opérations lors du passage
a la limate :
0 oo ~
400 —00, Oxo0, —, —, 1
0 00
On doit alors opérer sur les suites un changement d’écriture (factorisation, mise sous
forme exponentielle) pour lever lindéterminsation. Vous verrez également a I'UVS un

outil trés puissant : les développements limités.
Exemple 9.56. FEtudier la limite de la suite (u,)nen définie par le terme général suivant

uy = (1+1)".

n

9.4 Suites monotones

9.4.1 Définitions et propriétés

Dans le cadre des suites réelles, on posséde un outil suplémentaire qui est 1’existence
d’un ordre total < sur R. On peut donc comparer les éléments de la suite entre eux (ce
qui ne sera plus le cas lorsque vous verrez les suites ou séries de fonctions ou les suites
dans un espace quelconque).

Définition 9.57. Une suite (u,)nen est dite croissante a partir d’un certain rang
St
dng e N|Vn e N, n>ng = u, <upp

Une suite (u,)nen est dite strictement croissante a partir d’un certain rang si

dng e N|Vn e N, n>ng = u, < tups
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Une suite (u,)nen est dite décroissante a partir d’un certain rang si
dng e N|VRn e N, n>ng= upg < uy,

Une suite (u,)nen est dite strictement décroissante a partir d’un certain rang si
dng e N|Vn e N, n>ng= upi1 < uy,

Une suite (up)nen est dite monotone a partir d’un certain rang si, a partir d’un
certain rang, elle est soit croissante, soit décroissante.

Une suite (uy)nen est dite strictement monotone a partir d’un certain rang si, d
partir d’un certain rang, elle est soit strictement croissante, soit strictement décroissante.

Exemple 9.58.

— Etudier la monotonie de la suite (uy)nen définie par u, = 2’;121.

— Etudier la monotonie de la suite (up)nen définie par les deux suites extraites : ug, = i

1
et Uop—1 = F

Proposition 9.59. Toute suite réelle croissante majorée converge. De plus, sa limite est
la borne supérieure de l’ensemble de ses termes, c’est-a-dire

lim w, = supu,
n—+oo neN

Démonstration Notons [ = supu,. Cette borne supérieure existe car la suite (uy,)nen
neN
est majorée. Traduisons nos deux hypothéses :

1. la suite (u,)nen est croissante : Vn € N, u,, < w9
2. la suite (up)nen est majorée (par sa borne supérieure) : Vn € N, u,, <1

Par définition de la borne supérieure, on a
Ve >0, In. e N|u, >1—=¢
De plus, la suite (u,)nen étant croissante,
Ve>0,3n. e N|VneN, n>n.=u, >u, >l—¢
Enfin, utilisant la majoration par [, on peut écrire
Ve>0,3dn.eN|VneN, n>n.=>1l—e<u, <l
et en passant a la valeur absolue
Ve>0,3dn. e N|VneN n>n.=|u, - 1| <e

Ce qui montre bien que la suite (u,),en converge vers [ sa borne supérieure. o
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Proposition 9.60. Toute suite décroissante minorée converge. De plus, sa limite est la
borne inférieure de l’ensemble de ses termes, c’est-a-dire

lim wu, = infu,
n—+oo neN

Démonstration La démonstration de cette proposition est identique a la précédente et
laissée en exercice au lecteur. o

Proposition 9.61. Toute suite croissante non majorée est divergente. De plus, sa limite
est +00.

Démonstration Soit (u,),eny une suite croissante non majorée. La premiére hypothése
se traduit facilement par
Vn e N, u, < Uy

La seconde est plus délicate car c’est la négation de la phrase "la suite est majorée". Ainsi

elle s’écrit

non (IM >0,Vn e N, u, < M)
& (VA>0, 3Ing € N|u,, > A)

Comme la suite est croissante, on obtient
VA>0,3dns eN|VRneN, n>ny=u, > A

Cette derniére phrase signifie bien que la suite (uy,),en diverge vers +oo. o

Proposition 9.62. Toute suite décroissante non minorée est divergente. De plus, sa limite
est —o0.

Démonstration La démonstration de cette proposition est identique a la précédente et
laissée en exercice au lecteur. o

9.4.2 Suites adjacentes

Définition 9.63. Deuz suites (u,)nen €t (Vn)nen sont dites adjacentes si
1. (Up)nen est croissante
2. (Un)nen est décroissante
3. lim (u, —v,) =0

n—-+o00

Théoréme 9.64. Si deux suites sont adjacentes alors elles convergent et elles ont méme
limite.
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Démonstration Soit (u,)nen €t (v,)nen deux suites adjacentes telles que (uy)nen est
croissante et (v, )nen est décroissante. Ainsi

VneN, u, <upqr et v <o,
Posons pour tout n € N, w,, = v, — u,. Alors
Wpt1 — Wy = Upgl — Upyl — Up + Uy = (Un—i-l - Un) + (un - un+1) <0

d’aprés la monotonie des suites (U )nen €t (Un )nen. La suite (wy, ),en est donce décroissante.
On sait de plus qu’elle converge vers 0, elle est donc positive. Par suite, on a v,, > u,, pour
tout n € N. Ainsi,

Ug < Up < Upy1 < Vpy1 S U, S

et (un)nen est une suite croissante majorée par vg, (U, )nen €St une suite décroissante mi-
norée par ug. Elles convergent donc toutes les deux vers des limites [ et [” respectivement.

Or lirf (U, —v,) =0, donc I =1’ et elles convergent vers la méme limite. o
n—-r+oo

Exemple 9.65. FEtudier la convergence des suites (up)nen €t (Vn)nen suivantes données
par les termes généraux

n

1 1 1
Uy = Hetvn:@"i_ZH
k=0 k=0

9.4.3 Applications

Théoréme 9.66. (Théoréme de Bolzano-Weierstrass) De toute suite réelle bornée,
on peut extraire une sous-suite convergente.

Remarque 9.67. On peut aussi traduire ce théoréme de fagon plus académique par : "Si
une suite réelle est bornée, alors elle admet une sous-suite convergente.”

Démonstration Soit (u,),cy une suite bornée de réels. 1l existe deux réels a et b tels que
VneN, a<u,<b

Notons ay = a et by = b et construisons deux suites (a,)nen €t (bn)nen de la maniére
suivante : on découpe le segment [ag, by] qui contient tous les termes de la suite en deux :

[ag, 2] U [@F% po]. L'un au moins des deux nouveaux segments contient une infinité
bo—ao
2.

Réitérons le procédé en découpant le segment [ar,by] en deux : [ay, 252 ] U [25 b))
L’un de ces deux nouveaux segments au moins contient une infinité de termes de la suite,
on le note [ag, by]. Alors a1 < ag, by < by et by —ay = WT‘“

On construit ainsi deux suites (a,)nen €t (by)nen dont l'une est croissante et 'autre
décroissante et dont la différence des termes généraux tend vers 0. En effet, Vn € N,

bn—an bo—ag

Un < Apyt, bugr < by €6 bygy — apgr = 25" = 351 Ce sont donc des suites adjacentes,

de termes de la suite, on le note [ay, by]. Alors ag < ay, by < by et by —a; =
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elles convergent vers la méme limite par le théoréeme 9.64. Notons-la [ € R. On a donc
Mnen|an, bn] = {1}

Considérons maintenant la suite (v, )nen extraite de la suite (uy),en de la fagon sui-
vante : posons vy = ug € [a, b]. D’aprés le choix de [ay, b;], il existe une infinité de termes
de la suite entre a; et by : en particulier, il existe ny > 0 tel que v; = u,, € [a1,b].
De méme, on construit vy de la maniére suivante : d’aprés le choix de [ag, bo], il existe
une infinité de termes de la suite entre as et by : en particulier, il existe ny > ny tel que
Vg = Up, € [ag,bs]. On continue de méme et on obtient une suite (v,)nen telle que pour
tout entier k, vy = u,, € [ak, bx| avec ng1 > ny, c’est donc bien une suite extraite de la
suite (up)nen. De plus, Vn € N, a, < v, < b,. Or lim a, = lim b, = [ donc par le

n—-+00 n—-+o0o

théoréeme des gendarmes, la suite (v,),en converge vers . o

Théoréme 9.68. Une suite réelle est convergente si et seulement si c’est une suite de
Cauchy.

Démonstration La premiére implication est exactement la proposition 9.25 déja prou-
vée.

Démontrons maintenant la réciproque. Soit (u,)nen une suite de Cauchy. Par la proposi-
tion 9.14, la suite (uy, ),en est bornée. D’apreés le théoréme de Bolzano-Weierstrass, la suite
(U )nen admet une sous-suite (v, = Uy(n))nen convergente vers une limite notée I € R. On
a donc les deux hypothéses suivantes : la suite (u,)nen est de Cauchy et la suite (g () )nen
est convergente vers [ € R. Traduisons-les :

Ve >0, In. e N|V(p,q) e N?  p,g >n. = |u, —ug| <
Ve>0,3n. e NIVneN, n>n. = |uym — 1| <¢

Soit £ > 0. Posons ng = max {n.,n.}. Soit n € N. Alors

n > ng = [up — I < [up — tgpm)| + [tpm) —
= |u, —l|<e+e

car ¢(n) > n > ng d’aprés la propriété 9.4. Ainsi,

Ve>0,3ng e N|VneN, n>n.=|u, — 1| <2
et la suite (u,)nen converge vers [. La réciproque du théoréme est ainsi démontrée. o
Remarque 9.69. Il est en général faux de dire qu’une suite de Cauchy converge. Cette
propriété n’est vraie que pour des suites appartenant a des espaces complets. Vous verrez
en deuzieme année qu’il existe des suites de fonctions qui sont de Cauchy et pourtant ne

convergent pas. Dan le cas des suites réelles, le théoréme 9.68 est toujours vrai car l’espace
(R, |.|) est complet. Ces notions seront précisées en deuxieme année.
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9.5 Suites récurrentes

9.5.1 Définitions, exemples

Définition 9.70. Soit f une fonction réelle définie sur un sous-ensemble D de R et a
valeurs dans R. On dit que la suite (up,)nen est une suite récurrente si elle est définie
de la maniere suivante :

-uy €D

- VneN, u,1 = f(uy)
Une telle suite n’est définie que si Vn € N, u, € D.

Exemple 9.71. Une suite (u,)nen est arithmétique s’il existe r € R tel que Vn € N,
Upt1 = Up + 1. Le réel v s’appelle la raison de la suite. Les suites arithmétiques sont des
suites récurrentes définies par ug € R, D =R et f(z) = x + r. Remarquons qu’une suite
arithmétique de raison r vérifie

YneN, wu,=uy+nr
Elle converge si et seulement si la raison r est nulle.

Exemple 9.72. Une suite (u,)nen est géométrique s’il existe g € R tel que ¥n € N,
Upt1 = qu,. Le réel q s’appelle la raison de la suite. Les suites géométriques sont des
suites récurrentes définies par ug € R, D = R et f(x) = qr. Remarquons qu’une suite
géométrique de raison q vérifie

VneN, wu,=q"u
FElle converge si et seulement si la raison q €] — 1, 1].

Exemple 9.73. Une suite (uy,)nen est arithmético-géométrique s’il existe (a,b) € R?

tel que ¥Yn € N, u,11 = au, + b. Les suites arithmético-géométriques sont des suites

récurrentes définies par ug € R, D = R et f(x) = ax + b. Les cas particuliers a = 1 et

b = 0 correspondent respectivement aux cas de suites arithmétiques et géométriques. Si
b

a # 1, la suite (vy,)nen définie par v, = u, — T est une suite géoméltrique de raison a.

9.5.2 Convergence

Définition 9.74. Soit f une fonction définie sur un sous-ensemble D de R et a valeurs
dans R.

On dit que xg € R est un point fixe de f si et seulement si xg € D et f(xg) = xg.

On dit qu’un intervalle I C R est stable par f si et seulement si f(I) C I, c’est-a-dire
Ve el, f(x) € I.

Proposition 9.75. Soit f une fonction définie sur un intervalle I de R vérifiant les
hypotheses :

— f est continue sur I

— I est stable par f

— f est croissante sur 1
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Alors toute suite récurrente définie par ug € I et u,y1 = f(u,) est bien définie : ¥n € N,
u, € I. De plus, elle est monotone et si elle converge, c’est vers un point fixe de f.

Démonstration On peut démontrer par récurrence les assertions suivantes :
1. Vn € N, u, € I (utiliser ug € I et I stable par f).
2. Siup < uy alors (uy,)nen est croissante (définir P(n) : "u, < u,q1”)
3. Siwup > uy alors (uy,)nen est décroissante (définir P(n) : "uy, > tpy1”)

On a ainsi démontré que toute suite récurrente est bien définie et monotone pourvue que
ug € 1. Si de plus (u,)nen converge vers [ alors f étant continue, I'égalité u,1 = f(u,)
devient a la limite [ = f(I) car la suite (u,11)nen est une suite extraite de (u,)nen donc
converge vers la méme limite [. o

Théoréme 9.76. (Théoréme du point fize) Soit f une application de R dans R telle qu’il
eziste une constante k €]0, 1[ qui vérifie

V(z,y) e R*, |f(z) = fy)| < klz—yl

Alors la fonction f admet un unique point fixze | € R tel que f(I) = 1. De plus, toute suite
récurrente définie par
uw €ER,  upyy = flu,), neN

converge vers [.

Remarque 9.77. Une telle fonction f est dite Lipschitzienne de rapport k. En particulier,
quand k €)0, 1], on dit aussi que f est contractante. On montrera o I’'UV3 que ces fonctions
sont continues.

Démonstration Cette démonstration se fait en deux temps, d’abord on montre 'exis-
tence d’un tel point fixe puis son unicité.

Existence : Soit ug € R et (uy,),en la suite récurrente définie par u, 1 = f(u,). Montrons
qu’elle est de Cauchy. Constatons tout d’abord que

|un+1 - un’ = ‘f(un) - f(un71)| S k‘un - Unﬂ’ S knlul - Uo‘
par une récurrence immeédiate. Soit maintenant (n, h) € N2,

|Un+h - Un| < |tpn — un+h—1| e Uy — un|

< k:"Jrh_l\ul —up| + -+ + k"|uy — up| d’aprés le point ci-dessus

h—1
< Juyp — ug|k"™ Z kP somme des termes d’une suite géométrique de raison k
p=0
1— k" k™
< Juyp — u|k"™ <|uy — k €]0,1
< fur — uo| 1—/@““1 Uofl_kcar 10, 1]

Cette derniére majoration tendant vers 0 quand n tend vers l'infini indépendament de h,
on a bien montré que la suite (u,),en est une suite réelle de Cauchy. D’apreés le théoréme
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9.68, on sait qu’elle converge vers [ point fixe de f car celle-ci est continue.
Unicité : Raisonnons par ’absurde et supposons que f admet deux points fixes distincts

Letl. Alorsl = f(l),l'!=f(I')et I #!. Or
=1 =1f() = fU) < k|l = 1]

En divisant par |l — I'| # 0, on obtient 1 < k qui est absurde. Ainsi, il existe un unique
point fixe de f et il est bien obtenu comme limite de toute suite récurrente. o
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Test d’assimilation numéro 7

Donner la définition d’une suite de Cauchy, d’une suite convergente. Montrer qu’une
suite convergente est de Cauchy.

Donner une suite arithmétique de raison 7. En donner deux suites extraites diffé-
rentes.

—n?42n

Soit (uy)nen la suite définie par u, = e . Montrer que (uy,)nen est une suite

bornée.

Soit (un)nen une suite convergente. Les suites (uy)nen €t (Un)n>10 ont-elles méme
limite ? Pourquoi ?

Soit (uy )nen la suite définie par

sinn

Ugy = — €t Ugpy1 =
n

Etudier la convergence de cette suite et le cas échéant donner sa limite.

Montrer qu’il existe un rang ng € N a partir duquel la suite précédente est comprise
entre —% et +%.

Les assertions suivantes sont-elles vraies ou fausses 7 Démontrer votre résultat.

a. Une suite monotone et bornée converge.

b. Une suite positive et strictement décroissante converge vers 0.

c. Comme lir+n =0, lir+n 1+ =1

d. Toute suite bornée de réels converge.

e. Toute suite réelle de Cauchy converge.

8. Donner deux suites adjacentes et calculer leur limite commune.

9. Soit (uy)nen la suite définie par u,,1 = \/u, et ug > 0. Montrer que lim wu, = 1.

10.

n——+00
On pourra s’aider d’un dessin.

Toute fonction continue de R dans R est lipschitzienne.
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Chapitre 10

Annales

10.1 Partiel

Exercice I : (4 points)

Montrer en utilisant la contraposée que

Vn € N, (n* pair) = (n pair)

Exercice 1II : (8 points)

Soient E et I’ deux ensembles non vides. Soit f une application de F dans F. On définit
sur E une relation binaire R par

V(z,2') € E*, 2R2 < f(z) = f(2))

1. Montrer que R est une relation d’équivalence sur FE.

2. On suppose pour cette question que E = [0,2x], F = [—1,1] et f est 'application
sinus de E dans F'. Donner la classe d’équivalence de 0, de 7/4, de 7/2.

3. On revient au cas général. On note C, la classe d’équivalence de x. Montrer que
f injective & Vo e B, C, = {z}

4. Montrer que Vz € E, C, = f~{f(x)}).
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Exercice III : (8 points)

Soit f l'application de R? dans R? définie par

f: R? — R?
(T1,22) (21 + 22,71 — T9)
Montrer que f est injective
Montrer que f est surjective.
Caleuler f({(=2,1),(0,3)}), f(R?) et f~'(R x {0}).

On note C le cercle de centre (0,0) et de rayon 1, C’ le cercle de centre (0,0) et de
rayon v/2. Montrer que f(C) = C'.

Ll A

10.2 Examen

Exercice I : (6 points)

Soit f 'application définie de R dans R par

2z

Vr € R, f(x):1+x2.

Faire le tableau de variations de f et tracer son graphe.

Caleuler f(0), f(2), f(3). f'({1}), f1({2}) et f'({3}):
L’application f est-elle injective ? surjective ? Justifiez vos réponses.
Montrer que f(R) = [—1;1].

Soit g lapplication définie de [—1; 1] dans [—1; 1] par

Ve e [-1,1], g(x) = f(x).

AN I

Montrer que g est bijective.

6. On définit la suite (u,),en par la relation de récurrence u, 1 = f(u,) et ug €0, 1].
Montrer que la suite (u,)nen est croissante et qu’elle converge vers 1.

7. Que se passe-t-il si ug € [—1,0[7 si uy = 07 (On ne demande pas de démonstrations)

Exercice II : (6 points)

Soit (uy,)nen une suite réelle a termes strictement positifs. On suppose qu’il existe [ € R

tel que lim Y2t =,
n—+oo Un

1. On suppose que 0 <[ < 1.

i. Donner la définition de lim “r+t =1,

n—-+o0o "
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ii. Montrer qu'il existe ng € N et k € [0, 1] tel que
VneN, n>ny=u, <E" "u,,

iii. En déduire que lim wu, = 0.
n—-+00

2. On suppose que [ > 1. Montrer que lim w, = 4o00. (Indication : on pourra étudier
n—-+00

la suite (vy,)neny définie par v, = ui)
3. On suppose que [ = 1. Montrer, avec deux exemples simples, qu’on ne peut pas

conclure quant a la limite de la suite (u,)nen-

Exercice III : (3 points)

Trois individus accusés d’un crime font les témoignages suivants :

— Dao : "Logan est coupable et Medhi ne 'est pas ."

— Logan : "Si Dao est coupable alors Medhi I'est aussi."

— Medhi : "Je ne suis pas coupable mais au moins un des deux autres est coupable."
On note D l'assertion "Dao est coupable", L l'assertion "Logan est coupable" et M
I’assertion "Medhi est coupable".

1. Traduire les trois témoignages a ’aide des assertions D, L, M et des mots ET, OU,
NON.
2. Montrer que si tous disent vrai alors Logan est le seul coupable.

3. Montrer que si les innocents disent la vérité et les coupables mentent, alors Dao et
Medhi sont coupables et Logan est innocent. (Indication : on pourra utiliser une
table de vérité).

Exercice IV : (6 points)

On note £ l'ensemble des cercles du plan. On considére sur € x £ la relation binaire
R "étre intérieur a" définie par

C est intérieur 4 C' & CRC' & AA <+ —7r
ot C est le cercle de centre A et de rayon r > 0, C’ le cercle de centre A’ et de rayon v/ > 0

et AA’ la longueur du segment [AA'].

1. Soient C; le cercle de centre (0,0) et de rayon 4, Cy le cercle de centre (1,0) et de
rayon 2, Cy le cercle de centre (0,1) et de rayon 3 et Cy le cercle de centre (—1,0)
et de rayon 1. Parmi C;, Cy, Cs, C4, lesquels sont en relation par R 7 Justifiez vos
réponses. (Indications : V2 ~ 1,414 et on pourra faire un dessin).

2. Montrer que R est une relation d’ordre sur £ x &.

3. Est-ce une relation d’ordre total ?

4. Donnez s’ils existent, le maximum, le minimum, la borne inférieure et la borne
supérieure de {C;,Cs}. Justifiez toutes vos réponses.

5. Soit C le cercle de centre (—1,0) et de rayon 1. Soit C’ le cercle de centre (1,0) et
de rayon 1. Donnez s’ils existent, le maximum, le minimum, la borne inférieure et
la borne supérieure de {C,C’}. On pourra s’aider d’un dessin.
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10.3 Examen

Exercice I : (3 points)

On considére les trois assertions suivantes :

(a) (Fz € R)(Vy € R)(y > v = y* > 2?).

(b) (Vz € R)(Fy € R)(y > x = y* > z?).

(c) (Vr e R)(Vy e R)(y > = = y? > 2?).
1. Ecrire la négation de ces trois propositions.

2. Déterminer lesquelles de ces 6 propositions sont vraies (justifiez votre réponse).

Exercice II : (5 points)

Soit (a,b) € R? tels que 0 < a < b. On considére les suites (uy,)nen €t (Vn)nen définies par
u=>b et v9=a

et
Uy + Uy, ‘ 2U, Uy,
€l Unt1 = .
2 Up, + Un,

1. Montrer que pour tout entier n € N, u,, > 0 et v, > 0.

Vn €N, Upy1 =

2. Vérifier que pour tout entier n € N, 0 < w1 — vpy1 < E(un — Up)-

1 n
3. En déduire que pour tout entier n € N, 0 < u,, — v, < (5) (b—a).

4. Déduire des questions précédentes que les suites (uy, )nen €t (U )nen sont adjacentes.
5. Montrer que la suite (u,v,)nen st constante et donner sa valeur.

6. Déduire des questions précédentes que les suites (un)nen €t (Un)nen convergent et
calculer leur limite.

Exercice III : (7 points)

Soit f l'application de R? dans R définie par
f: R — R
(r,y) — fl(z,y)) =x+2
1. a. Soit z € R. Calculer f((z,0)).
b. Donner Ey = f~1({0}).

c. L’application f est-elle surjective 7 injective 7 bijective 7 Justifiez chacune de vos
réponses.
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2. a. Soit D la droite de R? d’¢équation y = —2x + 3. Donner f(D).
b. Soit le carré C = {(z,y) € R?, |z| <1 et |y| < 1}. Montrer que f(C) = [-3,3].
3. Soit R la relation définie sur R? par

(xlayl)R(:E%yQ) <~ f(mlayl) = f(x27y2)

a. Montrer que R est une relation d’équivalence sur R2.
b. Montrer que (x1,71) R (x2,y2) si et seulement si (7 — z2,y1 — y2) € Ep.

c. Donner la classe d’équivalence de (1,3) dans R?.

Exercice IV : (5 points)

On considére sur R? la relation suivante :
V(z,y,2'y) eRY, (2,y)S (2, ) =o' —z| <y — .

1. Démontrer que S définit une relation d’ordre sur R2.

2. Déterminer les majorants de (1,1) puis de (—1,1) pour la relation d’ordre S
(illustrer vos résultats sur un dessin).

3. Est-ce une relation d’ordre total 7 Justifiez votre réponse.

4. Soit A ={(1,1),(—1,1)}. Déterminer sup(A).

5. Soit le carré C = {(x,y) € R? |z] < 1let|y| < 1}. Déterminer graphiquement
sup(C) et s’il existe, max(C).

10.4 Devoir

Exercice 1

On considére les trois assertions suivantes :

(a) (Fz e R)(Vy € R)(y > v = y* > 2?).

(b) (Vx e R)(Ty € R)(y > x = y* > 2?).

(c) (Vzr e R)(Vy € R)(y >z = y* > z?).
1. Ecrire la négation de ces trois propositions.

2. Déterminer lesquelles de ces six propositions sont vraies (justifiez votre réponse).

Exercice 11

On définit une suite de polynomes par Py(z) = 1, Pi(x) = x et par la relation de ré-
currence pour n > 2 entier

Pn(:c) = QI‘Pn_l(QT) — Pn_g(l‘)
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1. Calculer les polynomes jusqu’a Py inclus.

2. A partir des calculs précédents, effectuer une hypotheése sur le degré de P, et sur la
valeur du ceefficient de =™ dans P,.

3. Démontrer cette conjecture par récurrence. On précisera bien a partir de quelle
valeur initiale de n elle est vraie et on soignera la rédaction.

Exercice 111

1. Représenter graphiquement 1'ensemble des couples (z,y) € R? tels que
2 +y*<9et ((x+y>3)ou(ry <2))

2. Exprimer I’ensemble précédent a l’aide des opérateurs N et U appliqués a trois parties
A, B et C de R? que I'on définira.

10.5 Devoir

Exercice I :

On admettra que e €]0,3[. Pour tout x réel et tout entier n € N, on définit le poly-

noéme suivant
2

n n k

x X X

Pala) = 1wt gt T =3 0
k=0

1. Démontrer que pour tout n € N, on a :¥x > 0, * > P,(x).

xn+1
)

2. Démontrer que pour tout n € N, on a :Vz € [0,1], e < P,(z) + 3o
3. En déduire qu’il existe un entier n (le calculer) tel que

n

1 -8
0<e=) 57<10
k=0

et donner une valeur approchée de e a 1078 prés.

Exercice 11

Soit (F,<) un ensemble ordonné (c’est-a-dire que < est une relation d’ordre sur F).
On cherche a définir une relation d’ordre sur P(E) \ {0}.
Soit R la relation binaire définie sur P(E) \ {0} par

Vee X, VyeY, z<y
XRY & ou
X=Y
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1. Vérifier que R est une relation d’ordre sur P(E) \ {0}.
2. Soit E = {1,2,3} muni de la relation d’ordre usuelle.
i) Ecrire P(E) \ {0}.
ii) La relation R définie précédemment est-elle une relation d’ordre totale sur
P(E)\ {0} 7
iii) P(E) \ {0} posséde-t-il un plus grand élément, un plus petit élément ? une
borne supérieure, une borne inférieure ?

Exercice 111 :

Soit f lapplication de R? dans R? définie par f(z,y) = (z + y, zy)
1. Calculer 'image réciproque f~!(A) des ensembles A suivants :
i) A={(3,2)}
ii) A= {(10,25)}
iii) A={(1,12)}
2. L’application f est-elle injective, surjective, bijective ?

3. Soit (u,v) deux réels donnés. Résoudre le systéme d’équations

r+y = u
Ty = v

d’inconnues (z,y). En déduire I'ensemble f(RR?).
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