Cours Proba 25/11/09 Variables aléatoires a deux dimensions suite

d) Fonction de répartition a deux dimensions

Rappel

|[F(x)= P(X <x)|
Sur les variables a une dimension:
|F(x,y) =P(X<xY Sy)|
A deux dimensions:

2) v.a indépendantes

a) Définitions:

les v.a X et Y sont indépendantes ssi:
PX=x,Y=y)=P(X=x)P(Y =y)

Jxp) = (0 0)
ou

P(A A B)= P(A)P(B)
Analogie avec avec A et B indépendants

Si indépendance:

. P(X=xY=y)
Connaissance de

0

P(X =x) P(Y =y)
Connaissance de et

De méme:

ACHY

connaissance de

0
Sx(x) S )
et

connaissance de

Y
| )\ 1 3 4 P(X =x)
Cas de
1 Joos 0,15 0,09 P(X=1)=03
2 0,14 035 0,21 P(X=2)=0,7
P(¥=y) 02 0,5 0.3

PX=2Y=3)=035

X etY indépendants ?
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P(X=x,Y =y)=P(X=x)P(Y =y)

V(x,)
Si c’est indépendants:

Par exemple:
P(X=2,Y=3)=0,35

P(X=2)P(Y =3)=0,7x0,5=0,35
P(X=1Y=1)=0,06
P(X=1P(Y =1)=0,3x0,2=0,06

etc. => variable indépendantes

Contre exemple:
Jeu avec une piece de monnaie et un dé. On avait
P(X=1Y=-10€)=0

11 5
P(X=1)P(Y =-10€)=— x — %0
217 72

donc X et Y pas indépendantes

e Cas d’une v.a continue

cible
-> carré

FED) = S0 =2 /i 0)=
Onavait =~ 47" 27" 2
d’ou ici, Sy = fi () )
=> X, Y sont des v.a indépendantes
-> disque
X etY sont liés par la relation X+ <a’

1
Jxy)=—

On a vu que za

2 Y
Sr(x)= e a—-x' = S = ()5 0)
)= a5

T Y Si X et Y indépendants

c) Conséquences:

Si X et Y sont indépendants
Px, < X<x,,y),<Y<y,)=P(x,<X<x,))P(y, <Y <y,)
Remarque:
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F(x,y)=P(X<x,Y <y)

F(x,y)=P(X<x)P(Y Ly)

F(x,y)=Fy(x)F(»)

d) Extension a n variables

Théoréme: n v.a X1, X2,))X%n Bonyihdépendantes si
P(X, =x,X, =x,..X, =x,)= P(X, =x)P(X, =x,)...P(X, = x,)

Fx,x,) = fo () B2 f ()
> [ X(w),Y(0)]

3)Fonctions de variables aléatoires

a) Définition
Soit (X, Y) un couple de v.a

2
Soit h une fonction de [ dans O

alors I'explication de

est aussi une v.a notée (X>1)
— 2
Exemple: MXY)=X+Y,X° +4Y...

b) Lois de probabilité de /(X-1)

« Cas v.a discrete:

Cela va se calculer a partir de P(X=x,Y=y)
Relativement simple dans le cas discret Car disjoints

Car indépendants
Méthode donnée sur I'exemple: ! P

Soit X et Y deux v.a a valeurs entiéres et indépendantes
Soit MXY)=X+Y pote §
« Loi de probabilité de S ?

On a
PS=X+Y=5)=P[(X=0,Y =s)v(X=1LY=s-1)...v(X=s5,Y =0)]

=P(X=0Y=5)+P(X=1Y=s5-1)+...+ P(X=5,Y =0)
=P(X=0)P(Y =)+ P(X=1D)P(Y =s—1)+...+ P(X = 5)P(Y = 0)

P(S=s)= ZS:P(Xz X)P(Y =5—Xx)

Alors :e_\j‘ff)i(’_fixﬂg_x
Exemple: 0 s!
—(A+u)
= (A+ py

s!
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ﬂ(x
P(X=x)="¢"
X suit la loi de Poisson de paramétre A: x!

PY=y)= ﬁ'e”
Y suit la loi de Poisson de parametre p: Y f(x,y)
s /’lx ~ ,Lly
‘ P(S:s):Z;e * x

et
d’ou X! (s —x)!

= P[(X,Y) h(X,Y)<s]

Loi de poisson de paramétre #+4

» v.a continues:

On veut calculer la densité de probabilité de la v.a h(X.Y)
On connait la densité de proibabilité jointe du couple (X, Y) notée

Méthode: On va déterminer la fonction de répartition de h(X.Y)
Si on note § = (X, Y)
F(s)=P(S<s)=P[h(X,Y)<s]

tel que

h(X.Y) < S correspond & une région du plan notée A(S) imitée par la

= f(x,y)dxdy
Dot F(8)= Pl IAGoiw)eA(5))]

Fis)= [[#.) Aﬁ il fGey) dy]dx

A(s)

On peut voir que
courbe M*.¥)=s (fro[T iere)

Exemple: Loi de probabilité de S=X+Y

Densité de probabflité jointe de /() est connue

o QTR e PN + Y < s]

= jxfmf(x,s —Xx)dx

f est connue

f(s)=F'(s) = % {[ Ij;ﬂx,y)dy}dx

donc

fo=Fe=]" S [

donc
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On pourra calculer cette intégrale

Cas particulier:
Si X et Y indépendantes /(%:7) = /x (), ()
On peut montrer que Jror =Jax Jy

ElEepdrahiic uénd y)

« Rappel : Cas a une dimension

E(X)=), xP(X =x)
E(X)= J.xf(x)dx

v.a discréte

v.a continue

E[h(X)]= 2 h(x)P(X =x)

d’ou

Par analogie:

E[hX.1)]=2 2 h(ey)P(X =xY =)
Si X et Y v.a discréete: x oy

E[h(x.1)]= [ [ nx.p)f . p)dxdy
Si X et Y v.a continues: Xy

Exemple fondamentayx:

> E(aX + bY =y b ekOddyay + b | [y (v)dxdy

si a et b sont des constantes, on parle d'un opérateur dit linéaire

Démonstrations= a!x ){f(x,y)dy x+bjy _[f(x,y)dx ly
] I E:

— E(aX +bY) = E[MXJY
ou h(X,Y):ClX+bY fX(x) f;’(y)
EC D= [ utGapgschyad | (@ + bv)fcey)dxdy
or ey 5 Xy
= aE(X)+bE(Y)
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E(X,Y)=E(X)E(Y)

--> X, Y indépendants alors

h(X,Y)= XY
Attention, la réciproque est fausse !!!

=Y h(x,y)P(X=x,Y =)

= ZZXYP(X: X)P(Y =y) car X et Y Indépendants

x Yy

( A
= [ZxP(Xz x)] LZyP(Y =)
Démons#r, /{iﬁm/) y
EQXY)=E[f(X.Y)] o4

De méme, sa)@@hi‘(d@ﬁ}i‘?(daﬂtﬁ F[—hq{)‘%ﬁﬂ:hlaf ())?; ¢ [g&yﬂ »))

d) Variance de h(X,Y

\2
Rappel: = ” B (x,v) f(x,y)dxdy — L” h(x,y)f(x,y)dx duJ
Var(X)= E[(X =~ EQO)* |= E(X*) = (E(X))’
Donc

Varlh(X,Y)]= E[(h(X.Y) - E[A(X,Y)])"] = E[(h(X,Y))'] - (E[A(X.V)])’

cov(X,Y)=E(X,Y)— E(X)E(Y)

4)Covariance et coefficient de corrélation:

a) Covariance

Définition:
Soient X et Y deux v.a alors la covariance de X et Y vaut

Propriété: Si X et Y indépendants alors ©OV(X:¥)=0

Var(aX +bY) = a’Var(X)+ b’ Var(Y) + 2abcov(X,Y)

de méme
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b) Coefficient de corrélation
Définition:
Soient X et Y deux v.a. Le coefficient de corrélation vaut

_ cov(X,Y)

OOy

on a “lI<p=+l deux cas extrémes
— X etY indépendants
=cov(X,Y)=0

=p=0

—->X=Y

_ cov(X.X) _ E(XX) - EQOE(X) _ EQX)~(EQX) _ Var(X) _

Yo, - =
on va avoir OxOx Var(X) Var(X) Var(X)

Donc ce coefficient de corrélation mesure le degré d’indépenda%g’é}r}tre XetY

<
Si on veut montrer que |'0| <1
« Démonstration:

On pose Z =aX+bY

o, =\’ jo% +|B @ t2lab soyf X)) = Var(2) 2 0
< ax® + fx+ PRy’ (S/IY gr’])p%gei%i: a
. cov’(X,Y) .
or A=4b"(cov(X,Y9§or 4 x oy b’
A< O%%%COVZ(X,Y)— Aoib*cl <0

=|pl<1

Il faut que

=>-1<p<+l

+1



