: 4) Evénement donné moins un autre evénement noté A—B
TR 5) Evénement impossible= ensemble vide noté @
A 6) Evénement certain= ensemble fondamental

o 7) Lois de la théorie des ensembles : associativité, commutativité, distributivité

identité et complémentarité

IL Définition d'une fonction probabilité

Définition :

Soit une expérience, son ensemble fondamental associé Q et a l'ensemble des événements: p est une
probabilité sur (Q,a) si I'application

p:a—[01] vérifie 1) p(Q)=1

A - p(A) 2) p(A UB)=p(A)+p(B) si A et B disjoints
3) p( S Ay)= E p(A;) pour des événements disjoints 2 a 2
i=1 i=1 :
Propriétés :
D p(@)=0

2) p(A®) =1-p(A)
3) VA et B, p(A UB) = p(A) + p(B) - p(A N B)

Méthode générale pour définir la fonction probabilité ou méthodes en trois étapes

1) Décrire l'expérience a l'aide d'éléments élémentaires simples :
2) Ecrire I'événement dont on veut la probabilité en fonction de ces événements élémentaires
3) Calculer la probabilité a I'aide d'un calcul simple utilisant 5 & 6 formules.
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b) Indépendance d'événements : A et B indépendants < [p(A N B) = p(A)xp(B)

¢) Théoréme multiplication : [p(A; N Ay)=p(A; \A})Xp(A;)

d) Formule des probabilités totales :
Soient A;,A,...A, qui forment une partition de Q et B quelconque

alors |[p(B)=p(B\A; )X p(A;) + p(B\ Ay )X p(A,)+..p(B\ A, )X p(A,)

e) Formule de Bayes :

(A By = p(B\A;)Xp(Aj)
1 P(B\A|) X p(A;) + p(B\As)Xp(Ag) +..p(B\A, ) Xp(A,)

IV. Techniques de comptage-Analyse combinatoire

1) Principe fondamental de comptage :
p étapes successives indépendantes avec pour chaque étape n; résultats possibles.
Alors le nombre de résultats possibles de I'expérience N vaut :

N =nj xn, X..n,

2) Permutations :
n objets au total. Le nombre N de permutations vaut :
a) Sans répétition :

b) Avec répétitions : n objets ol 0, {8 et y objets indiscernables alors

!
i
a!xPIxy!

harmi 1 dans ordre donné, alors le nombre d'arrangements vaut :

Ag =nx(n-1)x(n-2)X..n-p+1)




Déﬁmtlon la loi de probabilité de X est I'ensemble des probabilités P(X=x) et qui satisfait
TS PX =x)<]

= DR(X = x)i=1
X

* Va continue

Définition :
Soit X une va continue
Soit x € [a,b] (P(X=x)=0), la probabilité que X soit compris entre x et x+dx s'écrit :
P(x<X<x+dx)=f(x)dx ot f(x) est 1a densité de probabilité de la va X.

Propriétés :
2.5)
- P(x; £X£x7)=P(x; <X <xy)= [ f(x)dx
X

-f(x)20

b +00
- Condition de normalisation : [f(x)dx=1 ou [ f(x)dx=I
a

2. Fonction de répartition :
- Cas discret : F(x) =P(x £x)

X
- Cas continu: F(x)=P(x<x)= [ f(t)dt

=coQua
Propriétés : P(x; < X <x;) =F(x,)—F(x})

3. Lois de probabilité les plus connues
| ® Va discrétes :
. - loi uniforme : si X prend n valeurs, P(X) = X
n

~1oi binomiale B(N, p) : P(X =x) =CXp*(1-p)N~
—l}\’x

- loi de Poisson : P(X =x) = 2

(x-m)’

g 20% laveex el
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L VA 2 une dimension suite...

4. Fonction d'une va
® Vadiserete : X va discréte et h(X)=Y, fonction de X et nouvelle va discréte, alors :
PX =y)= 2 PX=x;)

Xj avec
h(x;)=y;

® Va continue : X va continue de densité de probabilité f(x) et h(X)=Y, fonction de X, nouvelle va
continue, correspondant a un changement bijectif, alors :

£(x)|dx| = g(y)|dy]

S. Espérance mathématique
e Va discrete :

E(x) = ¥ x P(X=x)

Exemples :
- loi binomiale de parametres N et p : E(X)=Np
- loi de Poisson de parameétre A : E(X) =\

¢ Va continue :

b
E(X) = [x f(x) dx

Exemples :

: a+b
- loi uniforme sur un intervalle [a,b] : E(X)=——

1
- loi exponentielle de parametre A : E(X) = x

® Propriétés :
- E[h(X)] = Zh(x)P(X=x) avec X va discrete
X
b
- E[h(X)]= [h(x)f(x)dx avec X va continue

a
- Linéarité : E(aX+b)=aE(X)+b ol a et b constantes

6. Variances (écart quadratique ou écart type)
. Définition :

Var(X) = E[(X —E(X))Z}

Var(X) = E(X?) - [BX)

e parametres N et p : Var(X)=Np(1-p)
: A : Var(X)= A
{

: !l
davai -
ey



P(X=x,Y =y) = Pl{o/X(0) = x et Y(w)=y}]

Remarques-propriétés :
- Présentation sous forme d'un tableau.
WS PX =3 Y =y)<]
SENG DYPX=x.Y=9)=1
Xy
- Lois marginales

PX=x)=YP(X=x,Y=y)
y
E =y = EX=%,Y=y)

® Va continues : densité de probabilité jointe
Soient X et Y deux va continues qui prennent des valeurs sur un domaine D du plan.
La densité de probabilité jointe f(x,y) est définie par

P(x<X<x+dx, y<Y<Y+dy)=f(x.y)dxdy

i Remarques-propriétés :
i - f(x,y)20

= Hf(xv Y)dXdy =1
D
- Lois marginales

2 x2
b ()= ] F(xy)dy et fy (y) = ] (x,y)dx
yl x1

F(x,y)=P(X<x,Y<Y)
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va et h(X.Y) fonction de X et Y, alors h(X.Y) est aussi une va

ce de h(X,Y):
R = E[h(X,Y)]=ZZh(x,y)PX=x,Y =y)
ear o
B E[h(X,Y)] = [fh(x, y)f(x,y)dxdy
Eou D
» Exemples fondamentaux :
- E(aX+bY)=aE(X)+bE(Y)
- SiXetY indépendants alors E(XY)=E(X)E(Y)
* Variance de h(X,Y) :
Var[h(X,Y)] = E[hZ(X,Y)} ~(E[hx,V)])
¢ Exemples fondamentaux :
{ . Var(aX+bY) =a’Var(X) +b?Var(Y) + 2ab[E(XY) ~ ECOE(Y)]
L
kot . SiXetY indépendantes alors Var(aX +bY) = a”Var(X) + b Var(Y)
| i 4. Covariance et coefficient de corrélation
ﬂ‘,‘ a e Covariance:
b % Cov(X,Y)=E(XY)-E(X)E(Y)




