Heure 22 : Probléme d’ affectation et algorithme
hongrois

N.O.P. Section7.3.3
Notes complémentaires

Objectifs :

a Reconnaitre un probléme d affectation ;
a Comprendre et appliquer I’ algorithme hongrois.
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Les problemes d affectation

L es problémes d’ affectation sont des cas
spéciaux du probléme de transport ol la
demande associée a chaque destination est
égaleal.

Il existe une méthode, “la méthode
hongroise” qui simplifielarésolution du
probléme d’ affectation.
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Les problemes d affectation
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Laméthode hongroise

Matrice des colts

Laméthode hongroise

Etape 1:
Réduction deslignes : créer une nouvelle matrice

des collts en choisissant e colt minimal sur chaque ligne
et en le soustrayant de chaque co(t sur laligne.
Ex. La premiére ligne devient: 24-10=14, 10-10=0, 21-10=11, 11-10=1

USINE
VP. 1 2 3 4 |FRgr
F 14 o0 1 1| 10
M 4 12 0 5| 10
o 2 4 | 15
P 8 2 | n
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USINE
V.P. 1 2 3 4 Ex. Lecolt
d’ affecter le
F 24 10 21 11 VP, <P»
M 14 22 10 15 I'usine 4 est
O 15 17 20 19 de 13.
P 11 19 14
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Laméthode hongroise
Etape 2:

Réduction des colonnes : créer une nouvelle matrice des
codts en choisissant le colt minimal dans chaque colonne
et en le soustrayant de chaque co(t dans la colonne.

USINE
VP. 1 2 3 4
F 14 0 11 o0

M 4 12 o0 4
o o 2 5 3

P 0 8 3 1
TOTTO 0 o0 1
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Laméthode hongroise

Etape 3:

Déterminer le nombre minimal de lignes nécessaires sur

les lignes et les colonnes pour couvrir tous les zéros. Si

ce nombre est égal au nombre de lignes (ou colonnes),

la matrice est réduite; aler al’ étape 5. Si ce nombre est

inférieur au nombre de lignes (ou colonnes), aller a
| étape 4.
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La méthode hongroise

Dans ce cas, le nombre minimal de lignes est de 3.

L a méthode hongroise

Etape 4:

Trouver la cellule de valeur minimum non-couverte par
uneligne.

Soustraire cette valeur de toutes les cellules non-
couvertes.

Ajouter cette valeur aux cellules situées al’intersection
de deux lignes.

Retourner a1’ étape 3. .

L a méthode hongroise

+1
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USINE
ve. 1 2 ] 4
— — = — Donc, on
T J 1] \v4 Va a
M 12 4 I étape 4.
o) 2 9 3
P 8 1
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L a méthode hongroise
USINE
ve. 1 2 4
-+ & 8
M © 4 Vaeur
(@) 2 3 Aminimum
P 8 GS
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L a méthode hongroise

Maintenant, le nombre minimal de lignes est de 4.

USNE
V.P. 2 # 4
o Donc, on
-F Ei o \vJ \vJ pma
M3 u 3 I’ étape 5.
(0] x 1 2
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La méthode hongroise

Etape 5:
Déterminer la solution optimale.

Note: P1 ne VP. 1
pourrait pas F 15
étre choisi car M 4
|’ affectation de

«O» ne serait o X
pas de colt P 0
minimal.

\IHG%N
c.om}zilsw
}émmo-b
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La méthode hongroise

Résultat:

AFFECTATION

V.P. USINE co0T
F 2 10
M 3 10
0 1 15
P 4 13
coUT TOTAL 48

Algorithme hongrois : Exemple

Cil|Cc2 |C3|C4

P1 | 60 | 170 | 330|360

P2 (130 [200 [200 |400

P3 | 50 | 300 |170 (180

P4 | 120] 90 | 250 |200
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Algorithme hongrois : Exemple

Etape 1 : Réduction des lignes

Cl|c2 |[C3|C4

P1 | 60 | 170 [ 330|360 | D=60

P2 [130 [200 (200 |400 D=130

P3 | 50 | 300 |170 [180 D=50

P4 | 120| 90 | 250 |200 D=90

Algorithme hongrois : Exemple

Etape 1 : Réduction des lignes

Cl|c2 |[c3|c4

P1 | O |[110 [270 |300

P2 0 |70 |70 |270

P3 | 0 |250 |120 |130

P4 | 30 0 |[160 |110
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Algorithme hongrois : Exemple

Etape 2 : Réduction des colonnes

Cl|c2 |c3|c4

P1 | O |110 (270 |300

P2 0 |70 |70 |270

P3 | 0 |250 [120|130

P4 | 30 0 [160 |110

D=0 D=0 D=70 D=110




Algorithme hongrois : Exemple

Etape 2 : Réduction des colonnes

Cl|c2 |[c3|c4

P1 | 0 |110 [220 |190

P2 0 |70 0 [160

P4 |3 |0 9]0
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Algorithme hongrois : Exemple
Etape 3 : Matrice Réduite
gqi|cz |Cc3|c4

P1 110 [220 |190 (3)

P2 70. Il 160

P3 250 | 50 | 20 @

P4 a¥ Ial Q0 al @
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Algorithme hongrois : Exemple

Etape 4 : Nouvelle réduction

dqi|cz |[c3|c4 Réduction de 20 unités

des nombresen vert

P1 110 |220 190

P2 70 01160 Ajout de 20 unités surles
nombresen orange

P3 250 | 50 [ 20

V1 D Il 00 al

Réduction
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Algorithme hongrois : Exemple

Etape 3 : Matrice Réduite

gl | c2 c3|c4
P1 110 |220 |190
R2 +0——0—1160 3lignesetil en faut4
P3 250 | 50 | 20 p Etape4
P4 a al oTal al

485

Algorithme hongrois : Exemple

Etape 4 : Nouvelle réduction

dgi | c2 Cc3 |4

P1 110 |220 |190

P2 Z0. al 160.
~

P3 250 50( 20
-

P4 Y lal Q0 al

Réduction
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Algorithme hongrois : Exemple

Etape 3 : matrice réduite ?

Cl|c2 |c3|c4

PL | O [90 [200 |170

P2 |1 20 | 70 0 |[160

P3| 0 |230 [30 ] O

P4 50 | O Q|0
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Algorithme hongrois : Exemple

Etape 3 : matrice réduite ?

difco |c3|am
P1 90 |200 190
B2 2D 70 Ial 14
P3 230 | 30
pa—5p-+6— 9

4lignes

R

Solution optimale

Etape 5

[
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Algorithme hongrois : Exemple

Etape 3 : matrice réduite ?

dqifce |c3|am
P1 90 |200 |170
P2 2D Z0. al 1
P3 230 | 30
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Algorithme hongrois : Exemple

Etape 3 : matrice réduite ?

difc2 |c3|am
P1 90 [200 [190 © ®
B2 2D 70 fal 14
P3 230 | 30 ®
pa— 51619 )
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Algorithme hongrois : Exemple

Etape 5 : solution optimale

ci|lc2 | 3|
P1 @ 90 |200 |170
P2 [ 20 [70 [@]160
P3 | 0 [230 [ 30 |(©
Pa [50 |(© [90 | 0
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Algorithme hongrois : Exemple

Etape 5 : solution optimale

c|c2 |c3|ca ci|c2 |c3|ca
P1 @ 90 |[200 |170 P1 | 60 | 170 [ 330|360
P2 [20 [70 [@ {160 | [P2 |130 [200 200 [400
P3| 0 [230 [ 30 |@ | |P3 | 50 |300 |170 [180
Pa |50 [(© [0 | o | |Pa |120| 90 |20 |200

Solution = 530
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Algorithme hongrois :

Probléme de maximisation
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Algorithme hongrois : Probléme de maximisation

On doit gjouter une étape initiade :
Choaisir le plus grand nombre et trouver I’ écart de tous les

éléments par rapport a ce nombre; i.e. on trouve la matrice

des pénalités.

Le problémeinitial est aors équivalent au probléme de minimiser les

pénalités.

Max ci|c2 |ca|ca Min cifc2 |ca|ca
P1 | 60 | 170 | 330 |360 P1 [340| 230 | 70 | 40
P2 [130 [200 |200(f400 ‘:::i P2 | 270|200 | 200| o
P3 | 50 300 [170 |180 P3 | 350 | 100 [ 230|220
P4 [120| 90 | 250|200 P4 | 280] 310 | 150 200
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Algorithme hongrois

Explication théorique
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Algorithme hongrois : explication théorique

Min & & cx;
dx;j=1 i=1,..,n
dx;j=1 j=1,..,n

%20

U+ £¢j i=1,...,n &

Max & u+4a v

i=1

..,n
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Algorithme hongrois : explication théorique

U+ Vit e =g

O+0300

Cl|c2 |c3|cC4
P1 | 60 | 170 | 330 |360
P2 [130 [200 (200 |400
P3 | 50 [(300 186
P4 [ 120] 90 | 250 |200
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Algorithme hongrois : explication théorique

Etape 1 : Réduction des lignes

ci|c2 |c3|ca
P1 |60 | 170 | 330|360
P2 [130 200 |200 |400
P3 |50 | 300 [170 |180
P4 [120] 90 |250|200

D=60 P U;=min; ¢y = 60
D=130 b U =minjcy = 130
D=50 b Uz =minjcy =50

D=90 P Us=min; ¢y =90
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Algorithme hongrois : explication théorique

Etape 1 : Réduction des lignes

u, = 60
u, = 130
uz = 50

U= 90

Uitvi+e=g

U+ 5+ €3= Cp

ci|c2 |c3|ca
P1 | 0 |110 |270 |300
P2 | o |70 |70 |270
P3| 0 2&\ 120 130
P4 |30 | O |160 [T6

: 200
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Algorithme hongrois : explication théorique

Etape 2 : Réduction des colonnes

Algorithme hongrois : explication théorique

Etape 2 : Réduction des colonnes

V=0 V,=0 v,=70 V,=110

Cl|c2 |c3|c4

= 60
Uy P1 0 | 110 |220 [190 U+ v + € =G

Us+ 5+ €33= Cg

=50 50 |20 —
ug P3 | 0 |250 N 50+ 70 _ 170
u=9 [pa [30 | 0 |90 [Ne]

U=130 fp> | o0 [70 | 0 |160
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cL|c2 [c3|ca
u;=60 (P1 | 0 [110 (270 [3004—>D=0 P v;= min(G,-u)=0
;=130 [Pz [ 0 [70 470 270400 b v= min(e,-u)=0
u3=50 [P3 | 0 V550 L%o @/” D=70 P v3=min;(5-u;)= 70
Uy = [¢0] P4 3{ 1 110 }» D=110 P v, = min; (Cy-u;) = 110
T T T T
D=0 D=0 D=70 D=110
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Algorithme hongrois : explication théorique
Etape 3 : Matrice Réduite
V70 v,=0 v;=70 V,=110
di|c2|c3|ca
3lignesetil enfaut4 b
u;=60 |p1 110 (220 |190
solution du duale n’est pas
up=130_{p2 70+ 0 1160 optimale car lasolution
primale n’est pas réalisable
u;=50 |P3 250 | S0 | 20
u,= 90 —P4 213 018010
T
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Algorithme hongrois : explication théorique

Etape 4 : Nouvelle réduction o »
Réductionde D=20 unitésdes
nombresen rouge

R
v;50 v,=0 ;=70 V,=110 e §-D
Gl|c2 |c3|ca
u=60 [Pl 110 220 |190
u, = 130---4-R2 70. 0...4160.
u;=50 |P3 250 (S0 |20
U= 90 [P |-80r | 0uver|- 90140
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Algorithme hongrois : explication théorique

Etape 4 : Nouvelle réduction

v;50 v,=0 v;=70 V,=110
dqi|cz |c3|c4
u=60 |p1 110 |220 | 190 Pour maximiser il faut réduire
lavaleur des e; et pour avoir
u;=130_1p2 701 0 1180 une solution admissible il faut
prendre le plus petit
u=50 [p3 250 [ 50(| 20 e
u,= 90 —P4 p—+—06—1-9010
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Algorithme hongrois : explication théorique

Etape 4 : Nouvelle réduction
Réductionde D=20 unitésdes

nombresen rouge

R
v;70 V,=0 ;=70 V4= 110 e~ §- D
Cl|C2 |Cc3|C4
w=60 |P1 90 |200 |170 Pour conserver larelation
,=
u,= 130 R2 70. 0 160. U| + VJ + e“ = C”
wu=s0 |P3 230 (30 (0O il faut alors
P4 0. 00. 0. B
u=9 ["7 u -~ u+D
U;- U+ D
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Algorithme hongrois : explication théorique

Etape 4 : Nouvelle réduction

v,;=0 v,=0 v,=70 V,=110

Ainsi pour tous les g; alors
GlL|C2 |c3|c4 on conserve larelation

uy= 60+ 20 | P1 90 |200 |170 Ui+ Vi + 6 = G

u, = 130 R2 70. 0. 160

=
4= 50+20 | P3 230 |30 [0 mais pas pour

Pd.-r]-30.-.].-.0 90..1...0 e, et e;
u,= 90 -
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Algorithme hongrois : explication théorique
Etape 3 : matrice réduite ?
gL | c2 C3| ¢
4lignes
P1 90 |200 |170
B
P2 120170014 Solution optimale
P3 230 | 30 B
R I N I P Etape5
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Algorithme hongrois : explication théorique

Etape 4 : Nouvelle réduction

Pour équilibrer les cases

v,=0-20v,=0 v,=70 V,=110 (P1,C1) et (P3,C1),il faut

1|(c2 |c3fca Vi rzl -D
u, = 60+20 P1 D |90 |200 [170 Pour e, e e;;, on conserve
) aorslarelation
= 130--}P2 D. 70 0...1160 CtVot+e =
u; 9 U+ Vv + g =g

- 30 [0
u; = 50+20 | P3 il maisplus pour e,, ete,, ¢’ est

pourquoi il faut faire
e, e, +D
ey, €4 +D

pa-|(EN 0] 90.]..0
u,=90 | )
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Algorithme hongrois : explication théorique

Etape 5 : solution optimale
Cl|C2 Cc3 |4
P1 @ 90 (200 |170
P2 |20 |70 [(@ |60
P3 | 0 [230 [ 30 |(©
Pa [50 |(© [90 | 0
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Travail afaire: heure 22

N.O.P. chapitre 7 Nos 22, 23, 24
(chapitre 7 Nos 20, 21, 22)
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