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1) Recherche de plus court chemin

Recherche des plus courts chemins a l'aide deofdlgne matriciel de Floyd.
Rappel du graphe :

Matrice des valeurs des plus courts chemins epdEcesseurs.
En état initial, ce sont respectivement la matd@aljacence, et les sommets de départ (chemin erseule
étape). A chaque itération, on cherche un meittbemin en intégrant une indirection supplémentaire
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Interprétation : par exemple, pour aller de C Br8 existe un plus court chemin de poMé (C, B) =-2.
Pour arriver enB, il faut venir directement dé, (C, B) = A, et pour arriver erA, il faut venir directe-

mentdeC =R, (C, A).



2) Modélisation du graphe d’ordonnancement

On construit un graphe d’ordonnancement a partin ¢hbleau de contraintes.

Chaque ligne de ce tableau spécifie une tachernseignant son nom, sa durée, les tadches dontéglend
(celles qui doivent étre terminées pour que celf@itsse commencer).

A partir de ce tableau, on construit un graphentéieet valué dont chaque sommet représente une &ich
dont les arcs représentent une relation de dépeadamire deux taches, orientés de celle qui préeéxe
celle qui suit. Chacun des arcs est pondéré derkedd’exécution de la tAche qui en constitue é&rité
initiale.

Une tache fictive sans durée, nommée conventicemelta et qui représente le démarrage du projet (ou
du processus) est positionnée comme contraintéditepies taches qui n'ont pas de contraintes.

On matérialise de méme une tache fictivequi représente la terminaison du projet et qub@ar gontrainte
toutes les taches qui ne sont explicitement cortral’aucune autre.

Notons que, alors que la tache de démarrage peatusllement étre omise (mas ceci n'est pas urarec
mandation...), cette tache fictive de terminaisorpaget est une obligation car elle-seule permetegeé-
senter la durée d’exécution des taches représepaésss prédécesseurs dans le graphe !

3) Calcul de calendrier
Rappel du graphe d’'ordonnancement des téches :
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Lesdates au plus tdpour démarrer chaque tache sont calculées de emtiproche, itérativement, partant

de celler, =0 de la tache fictivead de début de projet, suivant la formute= max(rl. +d, )jDr’l(i)' On

détermine finalement la date au pluszgtde fin de projet.
Lesdates au plus targpour démarrer chaque tache sont calculées selméiee principe, dans la direction
opposée, depui§,, =, suivant la formulel, = mln( ) i) d.

j

Pour chaque tache, taarge totaleest la différence entre Ia date au plus tard data au plus tét. Les taches
pour lesquelles cette marge est nulle sontdekes critiques Celles-ci forment lehemin critique c'est-a-

dire le plus long chemin d& vers w lequel détermine la durée incompressible du projest-a-direr,.
La marge libred’'une tache est la différence entre le minimumdkges de début au plus tét des taches qui
dépendent de celle-ci, et sa date de terminaisq@iuauot : min (rj )_Dr(_) —(r, +d ).
jar(i
Utilisation par le manager de projet : tant quenkrge totale d’'une tache n’est pas consomméepjetpre

prend pas de retard. Tant que la marge libre diéickee n’est pas consommeée, il n'est pas nécestaire-
tarder d’autres taches qui en dépendent.

Application au cas :

tache au +tot au+tard marge critique
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4) Arbre couvrant de poids minimal
Rappel du graphe :

L’algorithme de Prim peut suivre différents enclesients lorsqu’il y a plusieurs arétes de méme puids
vant étre choisies, et surtout parce qu'il est ipbssle démarrer de n'importe quel sommet du graguhe
ensuite étendre I'arbre calculé.

Dans I'exercice proposé, les deux enchainemenmaf(tde E et de F) conduisent a une solution unitpue
poids 30 (les indices cerclés de noir représenterttre d’ajout des arétes par I'algorithme de Ppour
produire le résultat final) :
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5) Modélisation sous forme de graphe

Nommons les machines de fabrication et d’assempkigsi que, par abus de langage, un cycle éléinenta
de production gu’elles effectuent :

* Les 20 machines de fabrication sont notéMq) les machines d’assemblage intermediaires

ic[L, 2] *
M,,, M,,, M, etla machine d'assemblage de la « chodd y,.

» Les temps respectifs de fabrication et d’assemidagees machines sont no(eix*@)iDIIl 2

» Les temps d’acheminement des piéces entre les neschont ('énoncé n'indique pas que ce temps

est constant et dans un cas réel, cela est peatpa)bespectivemer(a )iDIIl "

Commencons par représenter le graphe d’ordonnamtepiereprésente le fonctionnement de l'usine.

La distribution des roles entre les machines sudliques regles d’arithmétique modulaire dont leettsy
pement n'a pas sa place ici :
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Représentation alternative possible : les mactsones représentées par 2 sommitd et MB. Un arc de
MA vers MB représente fabrication ou assemblage et sa dstéd, e les arcsMB vers MA, par
exempleMB,y vers MA,,, ont pour valeur les durées d’acheminement. Geld un peu plus complexe ce

qui suit...
Les dates aux plus tot sont :

Tifoq = Ta =0

7,,=max(r, +d + 3r)m[[1, 20]i=q 3

T,, =max(7, +d + ar)ig[[l,zo]]DEQZ)DEQ:)
T,,=max(7, +d + a)m[[l,zo]]uzq 0= ¢3
T,, = max( r,+d + a)iDﬂZl, 23
T,=Ty+d,,

La durée d’un cycle de production dépend d’un cheeritique qui dépend nécessairement de trois mashi

particulieres,M o1, 20] 'une des machines de fabricatiol] 'une des machines d’assemblage in-

aj21, 29
termédiaire et de la machine qui assemble finalétaenchose >M,,. Ce sont les machines critiques.
Nous avons doncz, =d, +a,+d,+a+d,

Les dates au plus tard sont :
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Intégrons a présent une hypothese de fonctionneemefitix tendu : sauf a effectuer un stockage éeqs
intermédiaires en surproduction dans la perspedivkes vendre comme piéces détachées, on peuti€ons
rer que les cadences de production (temps d'acleeneint compris) des machines de fabrication sont syn

chronisées sur celle dgl et que celles des machines d’assemblage interireétkasont sur celle de

MqD[[Zl, 23
Quand ces machines ont produit un lot de 20 pi@ties, peuvent attaquer la production des 20 stégan

pC[1, 20]

Par ailleurs, si la machin#,, est plus lente a effectuer un assemblage quaripsteécessaire aux ma-

chines précédentes pour effectuer une fabricatiomnoassemblage, il est clair que faire tournemdegsieres
a plein régime entrainera une surproduction dam®tapes intermédiaires de la chaine En revanckée s
est plus rapide, on pourra faire tourner les mazhitiassemblage intermédiaire a plein régime @alé&elui

de MqD[[Zl 29 ). Le méme raisonnement s’applique entre les mashifassemblage intermédiaire et celles de

fabrication. En revanche (c’est une hypothése gdigure pas dans I'énoncé), on peut supposerejtesrips
d’acheminement entre machines est inférieur audatadfabrication, et ne retarde donc pas la chaine.

En conséquence, la meilleure cadence possiblééstgar le plus long des trois tem¢§, dq etd,,.

Ce tempsd détermine donc la cadence de production de laneh&our que la machinlé!,, tourne a plein
régime il est donc nécessaire qu’'elle soit la maeka plus lente de la chaine de production. L'etde des
calcul effectués plus haut s'uniformisent et dorrien=3d .

Si I'on considére le stock de matiére premiére & un moment donné, comptéiéh entiéres de quantité de
matiere premiére nécessaire pour fabriquer et ddeenune unité de la «chose », alors la vitesse

d’approvisionnement de ce stock doit ééﬁe Si I'approvisionnement s’arréte, le dernier pvéldent sur le

stock interviendra deS( d+£), avec d —¢ le temps depuis le dernier préléevement, et la yrtioh
s'arréterar,, apres, c'est-a-dirS( d+ 5) +3d aprés l'arrét de I'approvisionnement en matiéenpere.

Derniéres questions :

* Rebuts : cela revient a ralentir le flux de productdes machines concernées. Il y a une marge de
manceuvre jusqu’a un certain seuil ot la machivhg devra ralentir son rythme. Dans ce cas seule-
ment,d est augmentée et la vitesse d’approvisionnemebigiae ralentie.

* Recyclage : on ajoute une machine de recyclageréirgs). On suppose qu’elle ne ralentit pas le
reste de la chaine. Cela revient a un problemeamadire : le flux composé des rebuts alimente le
stock, et réduit d’autant le flux d’approvisionnarhde I'usine depuis I'extérieur.

La machine de recyclage fait I'objet d’'un nouveammet dans le graphe. Les arcs sont créés des
autres machines vers celle-ci (avec durée de fhoit + d’acheminement), et de celle-ci vers les
autres (avec durée de recyclage + durée d’acheraimgm
OPTIMISATION : Transport par palettes pour mutualiser ce celtahsport, en particulier si les machines
de production sont plus lentes que les machinesedmablage.



6) Arbre (question de cours)

Un arbre est ugraphe connexgimplicitement non orientégcyclique
En langage SDD, on précisera qu'’il s'agit danbre non enraciné
Une conséquence est qu’'un arbre est un graph@ouyiarte une aréte de moins de sommets.

En revanche, la réciprogue est fausse. Pour quaphg a\N sommets el — 1 arétes soit un arbre il faut et il
suffit gu'il soit acyclique, et il faut et il suffgu’il soit connexedémonstration 12

7) Composante connexe / fortement connexe (question de cours)

La connexité traduit la notion intuitive « d'un $éenant ».

Un graphe orienté(resp.non orientd estfortement connexgresp.connexg ssi pour tout couple dgom-
metsu, v DISTINCTS, il existe uthemin (resp. unehaine) deu versv (resp. qui relies etv).

Une composante fortement connexXeesp.composante connejel’'un graphe est usous-graphefortement

connexe (resp. connexelaximal, c'est-a-dire qui n'est pas strictement contemsdan autre sous-graphe de
méme type.



