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CE Théorie des graphes - L3 2011/2012 - Eléments de correction

Donnez la définition d’un graphe non-orienté (pséziles éléments qui constituent un graphe, lgwiptés

gue respectent ces éléments, ...). Donnez un exeatytiksation.

G=(S,A)
S est un ensemble d’éléments dits « sommets ».
A est un ensemble de couples (x,y) de sommets éppedrétes ». Chaque aréte représente la mise en
relation symétrique des deux sommets qui la conmiose

Exemple :
Dans une ville ou les sens interdits n'existerapead, on pourrait représenter les voies de ciioalat
par un graphe : les intersections seraient moa@dlipar les sommets du graphe, tandis que les voies
de circulation (a double sens, donc, puisqu’il@’yas de sens interdit !) entre deux intersections
seraient représentés par des arétes.

Dans quels cas dit-on que deux arétes d'un graphenenté sont adjacentes ?
Lorsqu’elles ont au moins une extrémité commune.

Donnez la définition d’une boucle.
Il s’agit d’'un arc (graphe orienté), ou d’une ar@mphe non orienté), (x,y) telle que x=y.

Donnez la définition d’'un sous-graphe et celle djuaphe partiel.
Soit G=(S, A)ungraphe.
Graphe partiel engendré par Al :
Gl1=(S,Al) ; ATIA
Sous-graphe engendre par S2:
G2=(S2,A2) ; SIS ; A2={alA, a=(x,y), X1 S2 ety1S2}

En supposant qu'il existe au moins deux chemina dammet x a un sommet y, dans quel cas est-dengu’i
a pas de chemin le plus court ? Expliquez pourquoi.

Dans le cas ou il existe un chemin de x a y indluarcircuit de valeur négative.

En effet, quelle que soit cette valeur négativsuyifirait de considérer un chemin similaire daatel le
circuit est « parcouru » une fois de plus pourteswn chemin encore plus court. Il n’existe doas gde
chemin le plus court !

Que recherche-t-on avec I'algorithme de Bellmarafdquel cas I'utilise-t-on, plutdt que celui dgkBira ?
L'algorithme de Bellman permet de trouver les chenés plus courts d’'un sommet de départ donné vers
tous les autres sommets du graphe.

Il fonctionne également en présence d'arc a vaiégative, ce que I'algorithme de Dijkstra n’accqps.

Donnez la définition d’un rang d’un sommet.

1.
Le rang d’'un sommet est une valeur numérique spordant au plus « long » chemin allant d’'un
point d’entrée du graphe a ce sommet.
La notion de « longueur » est ici le nombre d’aasiposant un chemin.

2.

On peut également donner une définition plus nma#ti€ue : le rang est une fonction définie de
I'ensemble des sommets vers I'ensemble des vadeti€res positives ou nulles respectant les
propriétés suivantes :

Soit G=(S,A) un graphe.

(1) O x0S,M(x)=0 = rang(x)=0"

(2) O xOS, M (x)#0 = (OyOr*(x), rang(x) > rang(y) )



©) On peut aussi choisir une valeur quelconque poague point d’entrée du graphe, et
ensuite appliquer la propriété (2)..

Bien entendu, aucune de ces définitions ne s’applsyr un graphe ayant au moins un circuit...

8. Pour un graphe G donné ci-dessous,
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a. Calculez'* pour tous ses sommets
Sommet Ensemble des sommets atteints par un cterhiarc
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b. Calculezl etl'™ pour tous ses sommets

Ensemble des successeurs directs et prédécesseats.d

Sommet Ensemble des prédécesseurs directs
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Les ensembles des successeurs directs sont dotengaestion 8a...
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c. Calculez les degrés d°+ etdfour tous ses sommets
Nombres d'ars incidents vers 'extérieur et nomlafescs incidents vers I'intérieur.
Sommet d°+ d¢
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d. Donnez sa matrice d’adjacence (incidence sommetsrsts)
Matrice carrée 6x6 de « vrai » (ou « 1 ») et « fargu « 0 »).

1 2 3 4 5 6
1 F VvV V F F F ‘F = « faux »
2 F F F F F V V' = « vrai »
3 F F F VvV F F
4 F V F F F V
5 F VvV F F F F
6 F F F F V F

e. Dessinez sa fermeture transitive
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Le graphe ci-dessus correspond & la fermeture tti@es Les arcs en rouge sont ceux qui
n'appartiennent pas au graphe initial.

f. Est-ce que G contient un circuit ? Expliquez lahmode utilisée pour trouver la réponse.

La réponse est bien évidemment « oui ».

Méthode 1 : il y a au moins une boucle (un « vrans£™ diagonale de la matrice d’adjacence) dans le
graphe correspondant a la fermeture transitive.

Méthode 2 : Tant qu’il y a un point d’entrée damgtaphe, on le supprime. On s’arréte par absexce d
point d’entrée, ce qui montre la présence d’unudirc




