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Probléme Soit N,k € N. Jacques posséde 10 € et décide de jouer N fois
de suife 4 pile ou face contre un collégue trés riche. La piéce utilisée n’est pas

parfaitement équilibrée, la probabilité de tomber sur pile est ?2)‘ mais Jacques ne

le sait pas. A chaque lancer, tant qu’il a encore de ’argent, il mise 1 € sur pile.
11 espére ainsi gagner k € (c’est-a-dire atteindre une fortune totale de 10+k €),
aprés quoi il arrétera de miser.

a) On note X, la fortune de Jacques aprés n lancers, et X, = 10. Montrer que
(X») est une chaine de Markov, et en déterminer la matrice stochastique.

b) Si Jacques parvient effectivement & gagner k €, pour la premiére fois, au
n-éme lancer, on note 7" = n. Si au contraire il n’y est pas parvenu au terme
des N lancers, on note T’ = -+co. Autrement dit, T est une variable aléatoire
que ’on peut définir ainsi :

T =min{n € N| X,, = 10+ k}
Soit = € [0, N — 1]. Montrer que :
(Va€[0,10+ &) p(T<n+1|X;=a)=p(T <n|Xo=a)

Puis montrer que :
2
Ma € [1,9+k]) p(T <ntl|Xo=a)= gp{T <n|Xo= a+1)+gp(T <n|Xo=a-1)

¢) Pour n € [0, N], p(T < n | Xo = @) ne dépend donc pas de N. Pour un tel
7, notons :
fala) =p(T <n| Xo=a)

Afin d’étudier la probabilité de gagner k € lorsque N est grand, on va faire
varier N. Pour tout a € [0, 10 4- k], on a ainsi défini une suite (f,(a))nen, €t
la question précédente montre que :

2 3
(%) Iny1(a) = 3fn(a S gfn(a =
Pour tout a, la suite (f,,(a)) est une suite croissante majorée par 1, donc elle
a une limite finie
Pam b
Si 'on fait tendre n vers I'infini dans Péquation (x), on obtient 2 la limite :

2 3
Pa = gpa+-1 S g;ﬂa—l

1



Montrer que po = 0 et pjorr = 1. En déduire que

3 a

(5) =
Pa:_;TﬁJTE"_;

P

d) En s’aidant de la question précédente, calculer une valeur approchée de la
probabilité p de gagner k € (c’est-a-dire d’atteindre une fortune totale de
10 + k €) lorsque N est trés grand.

e) On suppose N assez grand, tel que cette limite p soit une bonne approxima-
tion au moins pour les petites valeurs de k. Déterminer la plus grande valeur
de £ telle que p > 0, 5.

f) On pose désormais k = 1. On note (F,,) la filtration naturelle engendrée par
la suite (X, ). Soit » € [0, N — 1]. Calculer :
E(Xn+l —Xn | Fn)
(on exprimera le résultat en fonction de I’indicatrice 1 X.el1,10]))- En déduire

que
1
E(Xnt1 —10) = E(X, ~ 10) - =p(X., € [1,10])

Pour tout n € [0, N], on pose
Uy = p(Xn & |[1; IO]D

o = E(X,, — 10)

On remarque que ces deux quantités ne dépendent pas de N. Le but de
cette question est de calculer 'espérance de gain de Jacques au terme des
N lancers, pour N grand. On va donc faire varier N. On a ainsi défini deux
suites (un )nen €t (vn)nen- La suite (v,,) est décroissante et minorée par (—10)
donc elle a une limite £ € R. En déduire les deux limites suivantes :

Jim p(Xw € [1,10]) =0
Wi POy = 0) 4+ p(Xy = 11) = 1

Puis montrer que :
p(XN — )= p(T < N}

Supposons N assez grand pour qu’on ait p(Xx € [1, 10]) ~ 0. Calculer alors
le gain espéré E(Xy — 10).
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