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Rappel du plan

© Organisation et contenu de I'UE
o Emploi du temps
o Fonctionnement et contréle des connaissances
o Contenu de I'UE
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Emploi du temps
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o Fonctionnement et contrdle des connaissances
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[OIETIEETI WSS I TICENNVI = Fonctionnement et contrdle des connaissances

Fonctionnement et contrble des connaissances

Bon a savoir

o Transparents de cours disponibles sur le site web de I'UE :
http ://chronos.isir.upmc.fr/~padois/teaching/comrob ;

o Les cours et les TPs sont obligatoires.

o Tout(e) étudiant(e) arrivant en retard pourra se voir refuser I'accés a la salle de

cours ou a la salle de TP. )

Contréle des connaissances

@ Evaluation sur 100 points dont 60 points pour I'examen et 40 points pour le CC
o Contrdle continu :

o Exercices a rendre et/ou interrogations surprises
o Compte-rendu et code de TP

o Examen de 4h00 le 08/01/2010 avec une partie sous Matlab et sans documents
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Rappel du plan
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o Contenu de I'UE
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Organisation et contenu de I'UE INEUIZNIVRERRVIS

Contenu de I'UE

o Introduction de la problématique de la commande en Robotique

o Modélisation (essentiellement ce cours) et identification des systémes Robotiques en
vue de leur commande

o Techniques de commande articulaire “classiques” en Robotique

o Techniques de commande opérationnelle

o ldentification paramétrique du modéle dynamique d’'un systéme Robotique (sous
Matlab, a partir de données expérimentales)
o Contréle décentralisé et réglage des correcteurs PID (avec un robot a deux DdL)

Contréle avec découplage dynamique (avec un robot & deux DdL)

©
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Organisation et contenu de I'UE Contenu de I'UE

Notations

©

R; : repere numéro i

©

P : point
o 'P : coordonnées de P dans le repére i

o v ou OP : vecteurs

©

'OP : coordonnées du vecteur OP dans le repére n” i

©

Rjj matrice de rotation du repére R; vers le repére R; exprimée dans R;

o Mj matrice de transformation homogéne du repére R; vers le repére R; exprimée
dans R;

@ u X v : produit vectoriel

@ u.v : produit scalaire
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Modélisation géométrique

Rappel du plan

© Modélisation géométrique
o Notions de base

o Modele géométrique direct
@ Paramétrage opérationnel
@ Convention de Denavit-Hartenberg (DH)

o Modele géométrique inverse
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Modélisation géométrique Notions de base
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Modélisation géométrique Notions de base

Orientation d'un solide (1)

Définition
Définir la rotation d'un solide auquel on
attache un repére R; par rapport a un repére

Ro
Méthode
Exprimer les coordonnées des vecteurs du repére R; dans Ry
Ce qui nous donne :
X1 = X1.Xo + X1.Yo + X1.20
Y1 = Y1.Yo+Y1.Yo+Y1.20
Z1 = 21.20 +21.Yo + 21.20
D'ou
X1 X1.X0 Xi1.Yo X1-Zo X0 X0
yi | = yixo yi.yo Yyi-zo yo | =Rwo | yo (1)
Z Z1.X0 Z1.Yo 21.29 Zy Zy
Matrice de rotation de R; vers R,
v
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Modélisation géométrique Notions de base

Orientation d'un solide (1)

Définition

Définir la rotation d'un solide auquel on
attache un repére Ry par rapport a un repére

Ro
Méthode
Exprimer les coordonnées des vecteurs du repére R; dans Ry
Ce qui nous donne :
X1 = X1.X0 + X1.Yo + X1.20
Y1 = Y1.Yo+Yi.Yo+Y1.20
Z1 = 21.20 +Z1.Yo + 21.20
D’'ou
X1 Xo Xo
1 1 1
i |= (' 'yo 'z0) Yo | =Ruw| yo (1)
Z1 Zy Zy
Matrice de rotation de R; vers R,
v
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Modélisation géométrique Notions de base

Orientation d'un solide (2)

On peut aussi définir la rotation du repére Ry vers le repére R; en exprimant les
coordonées des vecteurs de Ry dans R; :

0 0 0
Ro1 = ( X1 Y1 Z] )
X0.X1 X0-Y1 X0.21

= Yo-X1  Yo.y1 Yo-Z1 (2)
Zo.X1 Zo.Y1 20.21

Matrice de rotation de Ry vers Ry

Remarque

o Par définition, on a : Ro1 = Ryg ™!

@ On remarque aussi que Ro1 = Rig”

‘ Ro1 = Rio™' = Ry’ ‘
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Modélisation géométrique Notions de base

Rotations élémentaires

Rotation d'un angle 6 autour de xg

1 0 0
R(G,xo): 0 c —sb (3)

s6  co

Rotation d'un angle 6 autour de yp

cd 0 s
Reo.y0) = 0 , é 00 (4)
—s c

o
A

Rotation d'un angle 6 autour de zg

cd —s6 0
R(o.20) = %9 609 (1’ (5)

| A\
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Modélisation géométrique Notions de base

Applications : changement de repére d'un vecteur (1)

Soit un vecteur v, on cherche a déterminer ses coordonnés dans R; connaissant ses
coordonnés dans Rp :

V = VyoXo + VyoYo + Vz0Zo

Xo
= (VXO Vyo VZO) Yo
Zp
X1
= (VXO Vyo VzO) R01 Y1
z;
Coordonnés de v dans R;
Vx1 Vx0
On a donc : (vxl Vy1 v21> = (vxo Vyo vzo) Ro1 d'ou Vy1 = Ryo Vy0 En
Vz1 Vz0
conclusion
1V = R]()OV (6)
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Modélisation géométrique Notions de base

Applications : changement de repére d'un vecteur (2)

Siona:

o trois repéres Ry, Ri et Ry et ?v (les coordonnées du vecteur v dans R»)

o les matrices de rotation Rp1 et Ri2
On peut écrire :
o 1V = R12 2V

o 0V = R01 1V

En conclusion

Oy = Ro1 R122v (7)
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Modélisation géométrique Notions de base

Applications : Rotation d'un vecteur dans un repére fixe (1)

Objectif

Déterminer I'image d'un vecteur v par une rotation d’angle 6 autour d'un axe 2 dans un
repére fixe Ry

Méthode

Exprimer les coordonnés de v dans un repére Ry qui est |I'image de Ry par une rotation
d'angle 6 autour de Q

| A\

Ov/ _ 1v _ Rmov

R1o est Rg1~! donc une rotation d’angle 6 autour de Q
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Modélisation géométrique Notions de base

Applications : Rotation d'un vecteur dans un repére fixe (2)

Si I'on fait deux rotations successives d'angles respectifs 0; et 0, et d'axes respectifs €
et Q, ona:

R61,21)(6,,92,) = R(6,2,)Re0;,01)

En effet si I'on note v’ I'image de v par la premiére rotation et v’ I'image de v’ par la
seconde rotation, on a :

o % = Ryov

o OVH = R210V/ = Rz] R10 0V = Rzo OV
~— =~ N~~~
R(0,.92,) R(o1.927) R(01.91)(62,22)

R21R10 <= R,.2,)(6,,9,) = R(6,,2,)R(0;,91) (8)
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Modélisation géométrique Notions de base

Applications : Rotation d'un vecteur dans un repeére fixe (3)

Probleme

Comment faire pour obtenir I'image d'un vecteur v
par une rotation d'angle 6 et autour d'un vecteur
unitaire quelconque Q7

Transformer le probléeme pour n'utiliser que les rotations élémentaires :

© Transformer v par une rotation qui rameéne |'axe de rotation sur x
@ Faire la rotation d’angle 6 autour de x

© Faire l'inverse de |'opération 1

Ri0,2) = RaR(5yRe0R(-sy)R(-ax

wi v + cb WxWwy Vg — wzs0  wxwz vy + wy, S0 (9)
= | wxwyve + w,sb wﬁve + cf WyWwz Ve — wxso
WxWwzVe — wySO  wyw; Ve + wxsl w? v + cb
avec vp = 1 — cf et Q = [wywy w;]
o
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Modélisation géométrique Notions de base

Propriétés des matrices de rotation

o La norme des vecteurs lignes et vecteurs colonnes est égale a 1

o Les vecteurs lignes et colonnes sont orthogonaux entre eux

o R7'=R"

o det(R) =1

o Composition des rotation : R21R10 <= R(g;,0,)(65,9,) = R(6,,2,)R(6;,21)

©

Le produit des matrices de rotation n'est pas commutatif
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Modélisation géométrique Notions de base

L'attitude

L'attitude d’un repére Ry par rapport a un repére Ry est définie par °Oy, les coordonées

de O; dans Ry et par Roi, la rotation de Ry vers R;.

Les coordonnées d'un point P dans Ry peuvent étre obtenues a partir de ses coordonnées
dans R; de la facon suivante :

OP = 001 =+ R011P (10)
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Modélisation géométrique Notions de base

Les matrices homogeénes

Définition

Un outil permettant d'effectuer un changement de repére d'un point en une seule
opération matricielle. On rajoute pour cela une quatrieme coordonnée valant un aux

coordonnées du point en question.

tx Px1
Ro1 t 1 Py1
Mo1 = 7 p=| P 11
ot t; Pz1 ( )
0 0 0 1 1
ol [te ty t,] =0
On a alors :
"P=Myu'P (12
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Modélisation géométrique Notions de base

Propriétés des matrices homogenes

M2 = Mo M2 (13)J

R T 1+ RT —R'T
m(8T)ame (YT "
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(ot gEamtiae dlies:
Rappel du plan

© Modélisation géométrique

o Modele géométrique direct
@ Paramétrage opérationnel
@ Convention de Denavit-Hartenberg (DH)

Vincent PADOIS (M2 SDI/SAR UPMC-ISIR) Commande des Systémes Robotiques - NSR13 24 /92



Modélisation géométrique Modeéle géométrique direct

Modele géométrique direct

Définition

Le modéle géométrique direct permet d'obtenir I'attitude du repére attaché a I'organe
terminal d'un robot a partir des positions articulaires
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Modélisation géométrique Modeéle géométrique direct

Parameétrage de la position

o Les trois parameétres de translation seront presque toujours les coordonnées de
I'origine du repere attaché a I'organe terminal

o Ces coordonnées sont en général exprimées dans le repére Ry
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Modélisation géométrique Modeéle géométrique direct

Parameétrage de la rotation : axe/angle

Toute rotation peut étre représenté par un axe de rotation unitaire u et d'un angle de
rotation 6

Parameétrage (matrice de rotation = représentation axe/angle)

32 — 3
rni+ro+r3—1 1
0 = arccos ( 3 ) u= 25in(0) gi : 2: (15)

Transformation inverse (représentation axe/angle = matrice de rotation)

R = cOl3+ s0AS(u) + (1 — cf)uu’” (16)

ol ASu est la matrice de préproduit vectoriel associée au vecteur u.
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Modélisation géométrique Modeéle géométrique direct

Parameétrage de la rotation : Roulis, Tangage, Lacet (1)

Toute rotation peut étre représentée par trois rotations successives des axes X, y et z :
R = R(;,0)R(y,0,)R(x,6,) (autour des axes du repére initial)

v

0) = arctany (ra1,r1) O, =arctany (rs2,rs3) 0 = arctany (— 31, \/rf + %) (17)
V.

Transformation inverse

cOicl; —sb0,cO, + cO;s0:s6,  s0,s0, + cO;s0:cH,
R= | s6icl: cOichd, + s0,s0:s0, —cb;s0, + c;s0:ch, (18)
—s0; cO:s6, cO:ch,

Vincent PADOIS (M2 SDI/SAR UPMC-ISIR) Commande des Systémes Robotiques - NSR13 28 /92



Modélisation géométrique Modeéle géométrique direct

Parameétrage de la rotation : Roulis, Tangage, Lacet (2)

Singularités

09(»

90° : 6, =0 et 6, = arctan; (r12, r22)

@ 0:=-90":60,=0et § = —arctan, (r]_2, r22)
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(ot gEamtiae dlies:
Parameétrage de la rotation : Angles d'Euler Z-Y-X (1)

Définition

Toute rotation peut étre décomposée en trois rotations successives : une premiére d'angle
« autour de z, une deuxiéme d'angle 3 autour de y du repére obtenu aprés la premiére
rotation et finalement une rotation d'angle v autour de x du repére obtenu aprés la
seconde rotation.

| A\

Parametrage
o = arctany (r21, ru) B = arctan, ( — 1,/ r3 + r221) ~ = arctan; (r — 32, r33) (19)
v

Transformation inverse

cacll casfsy —sacy casfcy+ sasy
R=| sacB8 sasfBsy+ cacy sasfcy— casy (20)
—s cBsy cBey
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(ot gEamtiae dlies:
Parameétrage de la rotation : Angles d'Euler Z-Y-X (2)

Singularités

@ 5=090": a=0ety=arctan, (r12, rgz)

e f=-90": a=0ety=—arctan, (rlz, r22)
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Modélisation géométrique Modeéle géométrique direct

Notations, principe et contraintes

o Le robot est constitué de n + 1 corps reliés entre eux par n articulations
o A chaque corps on associe un repére R;. i variant de 0 a n

o La i*™ articulation g; relie les corps i — 1 et i

v
Idée motrice

o Fixer des repéres a chaque corps du robot

o Calculer les matrices homogeénes entre deux corps successifs

o Calculer la matrice homogeéne entre la base et I'organe terminal

Contraintes

| A\

L'attitude d'un repere R; par rapport a un repére R;_; peut étre représentée par 4
parameétres a condition que :

o |'axe x; de R; soit perpendiculaire a I'axe z;_1 de Ri—1

o |'axe x; de R; coupe I'axe z;_1 de Ri—_1
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Modélisation Modeéle géométrique direct

Parametrage

Attachement des repéres

o L'axe z; de R; est confondu avec I'axe i + 1 du robot

o L'axe x; de R; est perpendiculaire a I'axe i du robot

axe itl
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Modélisation géométrique Modeéle géométrique direct

Parametrage : cas particuliers

Les axes z;_1 et z; sont paralléles

Une infinité de normales communes a z;_1 et z;. On place O; tel que di =0 = «; =0

Les axes zi_1 et z; se coupent

On place O; a l'intersection de z_1 et z; = a; = 0

Choix du repére Ro

L'origine du repére Ry est placée de maniére arbitraire le long de I'axe 1

Choix du repére R,

@ z, est placé parallélement a z,_1
@ O, est placé au centre de |'outil

@ yn est placé dans la direction de fermeture de I'outil (par exemple une pince)
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Modélisation géométrique Modeéle géométrique direct

Matrice homogene DH

Transformation de Ri_1 a R;

Elle est décomposée en 4 transformations élémentaires :
Q@ Rotation autour de z d'un angle 6;
Q Translation le long de z d'une distance d;
O Translation le long de x d'une distance a;
@ Rotation autour de x d'un angle «;

La matrice de transformation homogene s’écrit donc :

C@i —s@,-ca; SG;SO(; a,-c0,-
sO; clica;j —clisa; ajsb;
DH,'_].),' = 0 (21)
S Coj d,'
0 0 0 1
v
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(ot gEamtiae dlies:
Exemple : Robot SCARA

Pour le mercredi 2/12 avant 23h59 : rendre par email (vincent.padois@upmec.fr) un
document PDF présentant le placement des repéres et le tableau des paramétres DH tels
que présentés dans ce cours pour un robot SCARA (A vous de trouver ce qu'est un robot

SCARAI).
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Rappel du plan

O Modélisation géométrique

o Modele géométrique inverse
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Modélisation géométrique Modeéle géométrique inverse

Modele géométrique inverse

o Pas de méthode systématique pour un manipulateur série général

o La solution n'est en général pas unique. Au maximum, un manipulateur série 6 axes
possede 16 modes d'assemblage

o Des algorithmes généraux existent pour certaines classes de manipulateurs. lls sont
fastidieux (exemple : Pieper)

o Quand on cherche une expression formelle, on procéde en général "a la main".
Souvent on découple la partie orientation de la partie rotation

o Pour une inversion numérique, on utilise un algorithme itératif (optimisation par la
méthode de Newton)
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Rappel du plan

© Modélisation cinématique
o Composition des vitesses
o Modéle cinématique direct
@ Modeéle cinématique inverse
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Camaaien i3 viss
Rappel du plan

© Modélisation cinématique

o Composition des vitesses
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Modélisation cinématique Composition des vitesses

Composition des vitesses

Soit un repére R; lié a un solide S, en mouvement par rapport a un repére Ry. La vitesse
du point P exprimé dans Ry est définie de la facon suivante :
OVPEI/O = 0V01€1/0 4F OQ1/o x 20, P
=o,e1/0 + AS(°Q1/0)Ro1 P (22)
=1 + AS(°Q, 0)Ro1 1P
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Modélisation cinématique Composition des vitesses

Torseur cinématique

Le torseur cinématique d'un repére R; par rapport a un repére Ry est défini par le vecteur

vitesse de translation de |'origine de Ry par rapport a Ry ainsi que par le vecteur vitesse
de rotataion de R; par rapport a Ro.

°%Co1 = vor (23)
°Qo1
b
Soient :
o 9Cgy le torseur cinématique de Ry par rapport 3 Ry
o 1Cy le torseur cinématique de R, par rapport 3 Ry
Ona:
Ovgz ="vg1 % + v12
(24)

°Qp, ="Q01 + °Q1»
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lodtao némeiEe vz
Rappel du plan

© Modélisation cinématique

o Modéle cinématique direct
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ation cinématique Modeéle cinématique direct

Modele cinématique direct

On cherche a exprimer la relation entre :

o Les vitesses articulaires g;
o La vitesse de I'outil dans un repére fixe. Cette vitesse peut étre exprimée par :

o La dérivée des paramétres opérationnels

o par les éléments de réduction en un point M du torseur cinématique {vo,,M7 Qon}
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Modélisation cinématique Modeéle cinématique direct

Définition du Jacobien (1)

Supposons qu’on ait n fonctions f;. ..,

1
Y2

Yn

f‘1(X1,X27 ..
f2(X1,X2, N

= fn(X1,X2,...

de m variables x1...m :

. aX'")

7Xm)

7Xm)

Les différentielles des y; s’écrivent de la facon suivante :

dy1 =

dy2 =

dy, =

8f1 dX + 8{1 dX2-|-

8)"2 dX + 8{2 dX2-|-

Ofp Ofp
Ox1 Xm + Oxp dX2 +-

+ Bfl an

+ 81‘2 an

+ Bf,, an
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Modélisation cinématique Modeéle cinématique direct

Définition du Jacobien (2)

oF
Ceci peut étre mis sous forme matricielle : dY = a—XdX
. OF L . .
La matrice X est appelée jacobien de F et a la forme suivante :
af af
J(X) = Do (27)
af, of,
B B
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lodtao némeiEe vz
Jacobien naturel du robot (1)

Soit un robot série possédant n articulations et dont les coordonnées articulaires sont
notées q;, i variant de 1 3 net q = [q1---qs]  le vecteur des coordonnées articulaires.
Soit %vgn©" la vitesse de I'origine du repére lié A I'organe du terminal exprimée dans le
repére de base et 90, les coordonnées du vecteur vitesse de rotation de I'organe terminal
dans le repére de base.

On a:
Ovg, 0 .
00 = J(a)g (28)
On
J est appelé le jacobien naturel du robot.
v
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Modélisation cinématique Modeéle cinématique direct

Calcul du jacobien naturel du robot (1)

Calcul direct

La partie vitesse en translation

o Calculer la matrice homogéne de transformation Mg, (Utilisation du modéle
géométrique direct)

o Les trois premiers éléments de la derniére colonne correspondent a °0, qui dépend
de q

0

o La dérivée de de °0, donne la premire partie du jacobien : %vg,%" = °J,q

v

La partie vitesse de rotation

o Extraire la matrice de rotation Rg, de Mg,

dRon dRon . dRon .
Calculer ——Rno = ——@1Rno + - - - 2Rn
o Lalculer gr no g giRno + -+ - + i gdnRno
0 —wz; Wy dR
o A partir de AS( °Qo,) = wy 0 —we | = TO"R,,O, effectuer une
—wy  Wx 0
identification terme a terme pour obtenir la deuxiéme partie du jacobien :

Os-ZOn = Oqu
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Modélisation cinématique Modeéle cinématique direct

Calcul du jacobien naturel du robot (2)

Calcul par composition des vitesses

Les vitesses linéaires

Ona: %% =g % + %% 4 O o Ovp g O
o Si'axe i est prismatique on a : Ovi_lyio" =% 14
o Sil'axe i est rotoide on a : %v;_1;% =%z 14 x (Ro;_1"10n)
Donc la premire partie du jacobien s'écrit : °J, =

(1 —e)°zi-1 + €°zi-1 x (Roji—1'"0n) ... (1 —€n)°2n—1 + €.°2Zn—1 X (Ro,n—1"""On))

ol €¢; = 1 si I'axe i est rotoide et 0 si |'axe est prismatique

Les vitesses angulaires
On a Qop =01 + Qo+ -+ Qi+ - + "1
o Sil'axe i est prismatique : °Q;_;1; = 0

o Sil'axe i est rotoide : °Q;_1; = °zi_14;

ie ieduj i éerit 1 %Joy, = (e1%2im1 ... €,°Zn_1
Donc la premiére partie du jacobien s
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Modélisation cinématique Modeéle cinématique direct

Calcul du jacobien naturel du robot (3)

Calcul par composition des vitesses

Donc en résumé, on a :

0
0y Jv
_<(1 ) 61)(JZii1—1—610zi71><(R0'i71i_lc’") ce (1 - En)Dznf1‘|’€nozn71><(R0,n71n_:I'C)n)

0
€1 Zji—1 ooo €n Zpn—-1

(29)

ol €; = 1 si I'axe est rotoide et 0 s'il est prismatique.
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Modélisation cinématique Modeéle cinématique direct

Calcul du jacobien naturel du robot (4)

Méthode retenue

Pour calculer le jacobien du robot, on utilisera la méthode de calcul direct pour la vitesse
linéaire et la composition des vitesses pour la partie relevant de la vitesse angulaire :

°J
0y v
J_<0Jw

2°0, 2°0, (30)
_8q1 o _5‘qn
6102i71 coo 6,,02,.71

ol ¢; = 1 pour les articulations rotoides et 0 pour les axes prismatiques.
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ion cinématique Modeéle cinématique direct

Changement de repére du jacobien naturel

Expression du jacobien dans un repére différent de celui attaché a la base

Soit R; le repére dans lequel on veut exprimer le jacobien du robot, on a :

ir_( Ro 0 \o
J_< ) Rm)J (31)

Expression du jacobien en un point attaché a un point différent du centre de I'outil

Généralement, le torseur cinématique est exprimé au centre de |'outil de I'organe terminal
noté O,. Si I'on veut I'exprimer en un autre point de |'outil P, nous utilisons la relation

suivante :

DA

0gp= (I8 —ASCOP) Yoy (32)
0 I3

V.
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Modélisation cinématique Modeéle cinématique direct

Jacobien du paramétrage

Définition

Le jacobien du paramétrage qui relie la variation des parametres représentant la rotation
(angles d’Euler, ...) au vecteur de rotation angulaire

Le jacobien de paramétrage pour la représentation "Angles d'Euler Z-Y-X"

) 0 —sa cfca o
Qon=0azo+Py1+9x2 = Q= 0 ca cBsa B8 (33)
1 0 —sf A
OJP
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Exemple : robot SCARA

Pour le mercredi 2/12 avant 23h59 : rendre par email (vincent.padois@upmec.fr) un
document PDF présentant le calcul du jacobien naturel pour un robot SCARA en
utilisant la méthode proposée dans ce cours.
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Rappel du plan

© Modélisation cinématique

@ Modeéle cinématique inverse
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Modélisation cinématique Modgéle cinématique inverse

Modele cinématique inverse

Définition
On a défini le jacobien J d'une fonction F(X) par la relation suivante : dY = J(X)dX En

divisant par dt, on obtient : Y = J(X)X. Le jacobien donne donc la vitesse de Y en
fonction de la vitesse de X.

Pour obtenir la vitesse de X en fonction de la vitesse de Y, on calcule :

X =J"Y(X)Y

J71(X) lorsqu'il existe s’appelle le jacobien inverse de F

Vincent PADOIS (M2 SDI/SAR UPMC-ISIR) Commande des Systémes Robotiques - NSR13 56 / 92



Modélisation cinématique Modgéle cinématique inverse

Jacobien inverse d'un robot

Le jacobien inverse d'un robot permet d'obtenir les vitesses articulaires a partir des

vitesses opérationnelles :

On

a=1(q) ( Vo (34)
QOn

Avec J7 la pseudo-inverse de J : J* = (J7J)~1I7
Dans le cas particulier ol le robot a 6 axes, on a J* = J~!

Remarque : Si I'on veut obtenir les vitesses articulaires a partir des vitesses des
paramétres de représentation (par exemple les vitesses des angles d'Euler), il faut inverser
également le jacobien du paramétrage
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Modélisation cinématique Modgéle cinématique inverse

Jacobien inverse d'un robot : singularités (1)

Il existe deux types de singularités :

o Les singularités aux limites de I'espace de travail qui apparaissent lorsque le bras est
completement tendu

o Les singularités a l'intérieur de I'espace de travail qui apparaissent lors de
configurations du robot ou une infinité de positions articulaires donnent la méme
attitude de I'organe terminal

Remarque : L'inverse du jacobien de paramétrage admet également des singularités.
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Modélisation cinématique Modgéle cinématique inverse

Jacobien inverse d'un robot : singularités (2)

La gestion des singularités est impérative afin de prévenir des mouvements erratiques du
robot. Une facon simple mais pas optimale pour les gérer est la suivante :

o Pour les singularités en limite de |'espace de travail, on peut imposer des butées
logicielles afin d’éviter d'arriver dans des configurations "bras tendu"

o Pour les singularités a I'intérieur de I'espace de travail, si on se rapproche d'une
configuration singuliére q, on calcule J*(q + Aq) au lieu de J*(q), avec Aq assez
grand pour pouvoir calculer la pseudo-inverse.

o — Méthode de régularisation de Tikhonov (moindres carrés amorties).
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Modélisation cinématique Modgéle cinématique inverse

Transmission des efforts

Le vecteur des efforts F agissant sur I'organe terminal est lié aux efforts 7 exercés par les
actionneurs de la facon suivante :

="J(q)"°F (35)
Remraques
o 7 doit tenir compte des pertes par frottements

o La relation précédente est valable a vitesse constante et peut étre étendue pour une
vitesse nulle
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Rappel du plan

@ Modélisation dynamique
o Modeéle dynamique du robot
o Modéle dynamique d'un axe
@ Modeéle dynamique du robot + axes
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Rappel du plan

@ Modélisation dynamique
o Modeéle dynamique du robot
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(ot dymeniige dly ik
Equations d'Euler-Lagrange (1)

Equations d’Euler-Lagrange

doL_aL_ -

dt (95],' 8q,~ -

avec :
o L = K — V : le Lagrangien du systeme
o K : I'énergie cinétique du systeme
o V : I'énergie potentielle du systeme
o g; est la i®™ coordonnée généralisée du systéme

o 7; est la force généralisée appliquée au /™ élément du systéeme
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Equations d'Euler-Lagrange (2)

Expression de |'énergie cinétique

1 1
K= Z Smi vi'vi + Ew,T liwi (37)

i=1

Avec :
o |; : matrice d'inertie du corps i exprimée dans un repére lié au corps i et dont
|"origine est au centre de gravité du corps i
@ wj : vitesse angulaire du corps i exprimée dans un repére lié au corps i et dont
I'origine est au centre de gravité du corps i
o v; : vitesse linéaire du centre de gravité du corps i

@ m; : masse du corps i
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Equations d'Euler-Lagrange (3)

Expression de v; et w;

Vi = Jvi(q)q (38)

(39)

ou :

o Jy;i est le jacobien qui relie la variation de vitesse du centre de gravité du corps i aux
vitesses articulaires

o J,;i est le jacobien qui relie la variation de vitesse de roation du corps i aux vitesses
articulaires. Ce jacobien doit étre exprimé dans le méme repeére que la matrice
d'inertie.
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Equations d'Euler-Lagrange (4)

Matrice d'inertie du robot

L'énergie cinétique s'écrit donc :

K = %qT ’z:; (miJvi(q)TJvi(q) +Jui” (@)l Jwi(‘]))q (40)

1. .
= ;a"A(@)

La matrice A(q) est une matrice symétrique définie positive de dimension n X n qui
dépend de la configuration du robot : elle est appelée la matrice d'inertie du robot
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(ot dymeniige dly ik
Equations d'Euler-Lagrange (5)

Expression de |'énergie potentielle

V = gT i OOg;m,-
i=1

L'énergie cinétique peut s'écrire :

1. .
K=5a"A(a)g

L (42)
=52 2(@)ag
i=1
L'énergie potentielle ne dépendant que de la configuration, le lagrangien s'écrit alors :
1 ..
L=K-V=3% aia)ay - V(a) (43)
i
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(ot dymeniige dly ik
Equations d’Euler-Lagrange (5)

oL
Ona: g Zakj(q)

d 8L _ . 83;(_,‘. .
Et donc : 9t an Zakj(q 4 + Z dtaquj = Zakj(Q)qj + Z quiqj
hJ

J
R aa,j V
De méme : 8qk 2 E

Ainsi les équations d’ EuIer—Lagrange deviennent :

Oa 1 g oV
Zakj(q qJ"’Z(ikJ—anj)qq +87qk=7'k k=1,...,n
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(ot dymeniige dly ik
Equations d’Euler-Lagrange (6)

0 dai\ . .
En utilisant le fait que : Z 8‘;’” giqj = 5 Z ( aaqkj ki )q,-qj

l7

On obtient :

63;(_, _ 1 83,,) o 1 (8akj E _ (93,‘])
Z(@q, 2 Ogx qu2 c’)q,-Jr@qj Oqk
inj inj
On note :

8akj Oayi 8a,-,-) oV
ik = — t = =
ik ( 0qi + 0qj foLe]" et Px Oqx

et on remarque que :
Cijk = Gjik
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Modélisation dynamique Modeéle dynamique du robot

Expression du modéle dynamique du robot

Au final :
Zakj(qmj+z€yk(q)¢?idj+¢k(q) =7 k=1...n (45)

j i»J
Ce qui donne sous forme matricielle :
A(a)d + C(a,4)q +g(a) = (46)
xig le (k, j)™™ élément de C est défini par : xg = » _ cj(a)d
i
Les termes impliquant un produit §? sont appelés centrifuges et ceux impliquant un
produit gig; sont les termes de Coriolis

Vincent PADOIS (M2 SDI/SAR UPMC-ISIR) Commande des Systémes Robotiques - NSR13 70 / 92



[Tadtto dyemie dlun e
Rappel du plan

@ Modélisation dynamique

o Modéle dynamique d'un axe
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Modélisation dynamique Modeéle dynamique d’'un axe

Modele dynamique d'un axe

Le modéle dynamique d'un axe :
o La machine a courant continu avec une boucle d’asservissement de courant
o Le réducteur supposé idéal

o Le bras

Eléments
tournant &
vitesse lente

Eléments
tournant &
vitesse rapide

moteur
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Modélisation dynamique Modele dynamique d'un axe

Modele avec réducteur idéal (1)

Modélisation du réducteur
1

Gs = — Gm 47

s = 3 (47)

Dynamique de la partie rapide

rm - rt - mqm - (Jm + Jrl)am (48)

Dynamique de la partie lente

NFe — foge = (Js + Jr2)Gs + g(s) (49) |
(47) et (49) :
Me= %(ﬂ%’" +(Js + Jr2)E’Wm + g(qs)) (50)

(50) et (48)

=y fm) Gm — g(a:) = (Jm +Jn+ (51)

Js + Jr2>
N

N
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Modélisation dynamique Modeéle dynamique d’'un axe

Modele avec réducteur idéal (2)

Soit finalement :

NF = ((Jm + )N+ Js + Jrz) g + (N2fm + fs) s + £(Gs) = Jeqiis + fogts + ()

Jeq feq
(52)
Soit en Laplace :

NI — g(qs)

Jess? - feqs (53)

qs =
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Modélisation dynamique Modeéle dynamique d’'un axe

Modele avec réducteur idéal (3)

gravité

Eléments [ 2
tournant a : fss+(Js +‘Ir2)s
vitesse lente
Iy - 1 9n [1] | g,
Eléments 3 T
tournant & fS+(Jm+Jr1)S N
vitesse rapide
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[Tadtto dyemie dlun e
Modélisation des flexibilités (1)

o Bien entendu, aucun des solides constituant le robot n’est infiniment rigide

o Sauf cas trés particuliers (robots légers a grand élancement pour des applications
spécifiques, par exemple le Shuttle Arm, de la navette spatiale américaine), les corps
du robot peuvent étre supposés infiniment rigides ; les flexibilités sont localisées au
niveau des articulations

o La plupart du temps, le modéle est discret : on ajoute des ressorts en série dans la
transmission.

Elements
tournant &
vitesse lenls

Elements
tournant &
wiesse lenls

Elements
tournant &
\hesse rapide
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Modélisation dynamique Modele dynamique d'un axe

Modélisation des flexibilités (2)

Modélisation du réducteur

(54)

Dynamique de la partie rapide
- rt - mqm == (J a4 Jrl (55)

Dynamique de la partie Iente apres le ressort

rr - fsqs = Jsas + glags (56)
Dynamique de la partie lente avant le ressort

NIt =T, = Jngi
Modeéle du ressort
(56). et (58). - M= Kla —a) (58)
K(q/‘ - q$) = Js@s + £sqs (59)
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[Tadtto dyemie dlun e
Modélisation des flexibilités (3)

(57) et (58) :

Nrt = rr + Jr2ai - K(ql - qS) + Jr2di (60)
Soit :
s__ K
qi T K + fss + Jss? (61)
Et :

NTe = K(qi — gs) + Jros’qi = (K + J2s”) qi — Kas

_ ( (K + Jns?) (7(+ fis+Jes®) K) .

= (fs+ (det d)s™ +

(62)

Jr2fs 3 Jr2Js 4)
KTk =°)%
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Modélisation dynamique Modeéle dynamique d’'un axe

Modélisation des flexibilités (4)

r s+ 75 Modéle rigide
2k t 1l 14| Modele
fust(atdn)s' N flexible
= fis+(J, +Jr2)sz+—"’;f‘ s3+—J’;’J" i
I - 1 @ [1]e [ & | |%
fus+(Jn+7,)s° N K+ fs+Js’

Vincent PADOIS (M2 SDI/SAR UPMC-ISIR) Commande des Systémes Robotiques - NSR13 79 /92



Modélisation dynamique Modeéle dynamique d’'un axe

Modélisation des flexibilités (5)

Diagramme de Bode du transfert ' — g,

o A

g8

Magnitude (dB)

(i - TTT T

Paramétres utilisés:axe 4
du robot ABB IRB 1400
N=118;

Jm+ri=3.9e4;

i fm=2.6e-2;

Vincent PADOIS (M2 SDI/SAR UPMC-ISIR) Commande des Systémes Robotiques -

—— Modéle rigide

— Modéle flexible

Abasse
fréquence, les
deux modeles
sont identiques.

80 / 92



Modélisation dynamique Modeéle dynamique d’'un axe

Modélisation des flexibilités (6)

Step Response
1.4 r _ -
=———C=60+rigide
——C=60+flexible
12- : : ; ———C=(5.283+120)+rigide |
—C=(5.285+120)+flexible

0,25 ¥ 05
Time {sec)
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[Tadtto dyemie dlun e
Modélisation des flexibilités (7)

En resumé :

o Un modeéle rigide est une approximation du modele réel, qui n'est vraie qu'a basse
fréquence.

o La valeur des premiers modes de vibration (premiére fréquence de résonance pour
chaque axe) est une mesure de qualité d’un robot. Typiquement, de 1 Hz (trés
mauvais robot) & 20Hz (trés bon robot).

o Pour que I'approximation soit valide, il faut que le premier mode naturel du robot
soit supérieur a la bande passante de |'asservissement en boucle fermée.

o Dans la suite de ce cours, on retiendra un modéle rigide pour les axes des robots,
tout en gardant en mémoire que la bande passante des asservissements de position
doit rester assez petite devant les modes flexibles du robot.
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Modélisation dynamique Modeéle dynamique d’'un axe

Modélisation des frottements secs (1)

o Lorsque le couple transmis I est faible, aucun mouvement n'est produit : il existe
un couple de frottement résistant égal au couple transmis a I'arrét (couple de
frottements secs Ig).

o Lorsque le couple moteur est suffisant, I'axe est en mouvement, mais le couple
résistant ne vérifie pas strictement la loi linéaire : 'r = frg

Modéle de Coulomb
oSil<Tlpalorsg=0etlg=T;

o Sinon s =Ty

On écrit parfois ce modéle sous la forme : I's = [osgn(§) mais cela ne traduit pas bien la
valeur du frottement lorsque |'axe est "collé"
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Modélisation des frottements secs (2
Effet de Stribeck

Le modéle de Coulomb : I's = osgn(g) ne permet pas de traduire la diminution des
frottements en fonction de la vitesse a basse vitesse (effet dit de Stribeck).

Modele plus réaliste : le couple résistant ['; a haute vitesse est inférieur au couple de
décollement Iy

Aux basses vitesses, la courbe a une pente négative. Ce phénomene, a |'origine du
stick-slip (broutement) rend difficile le contréle du mouvement a basse vitesse.

Un modéle possible est : [ = (F1 + — fo— |_1 sqn(q))

e
Rq : l'effet de

1
Stribeck est i

notablement

reduit par la q,
lubrification
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Modele retenu pour la suite

NE o = (N*(Jm + Jn) + Js + Jr2) Gs + (fi + N*fn) &5 + T + £(3s)

ol : IMNm = keim

(63)

] d q,

= 1=

feq+1ms

9(qs) gravité

I+7;s
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[Todtto dmeniiiue dlu b <- e
Rappel du plan

@ Modélisation dynamique

@ Modeéle dynamique du robot + axes
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[Todtto dmeniiiue dlu b <- e
Intégration de la dynamique d'actionnement (1)

o On suppose que les transmissions sont infiniment rigides

o Dans la plupart des cas, les actionneurs sont montés en série : I'actionneur i est
placé entre le corps i-1 et le corps i :

Vie{l...N} T;i=NfTm = T =WrI,avecW = Diag(N;)

Vie{l..N} q=gdm = 4=Wq4n (64)

o Remarque : puissance en entrée = I q,,, puissance en sortie =
rrg=r."Ww-1q, =r/qm car W est diagonale
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Modélisation dynamique Modeéle dynamique du robot + axes

Intégration de la dynamique d'actionnement (2)

o Dans le cas général, a partir des relations cinématiques entre vitesses des moteurs et
vitesses relatives des axes, on définira W par :

o Et la relation sur les couples est établie a partir du principe des puissances virtuelles :

Yy Ymy Thlm =ThWg=T"q < M =W < r=w'r,,  (66)
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Intégration de la dynamique d’actionnement (3)

Eléments
tournant &
vitesse lente

Dynamique de la partie rapide

Eléments
tournant 2
vitesse rapide

Fm— rt - Fmdm = (Jm + Jr)dm (67)

Dynamique de la partie lente Actionneurs

W'T. —F:q — Ts — Jod = AQ)q + C(a,a)d +g(a)  (68)  Fm=Kein (69)

Modele complet

H(a)d = W' Kcim — C(q,d)q — g(q) — M avec : (70)

{ H(q) = A(qQ) + W (J + J1)W + J .2

M= (WTFmW + Fo)d + Ms (71)
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Modélisation dynamique Modeéle dynamique du robot + axes

Modele complet

d—. L 11 q 1[ q W e - qm
1*-1:.S s nxn s nxn
Coriolis + |
centrifuge
; +gravité
C(Q)‘I +S[Q’) + frottements
+Ff,
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Modélisation dynamique Modeéle dynamique du robot + axes
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