Introduction a Matlab

http://perso.efrei.fr/~pournin/TP1.pdf

Systeme linéaire
Ax=b

A11X1 + a12X2 + ... + A1mXm = b1

A21X1 + 222X + ... + A2mXm = b3

dn1X1 + an2X2 +..+ dnmXm = bn

Matrice augmentée

Alb
ou

di1 d12 ... almbl
dz1 a2 ... aZmbz

anm an2 vos anmbn

Matrice échelonnée réduite

Définition :
Une matrice est échelonnée si elle a les propriétés suivantes :
(1) Dans toute ligne non-nulle, le premier élément non-nul est un 1 (1 directeur)

(2) Les lignes nulles sont regroupées en bas de la matrice



(3) Pour deux lignes successives, le 1 directeur de la deuxiéme est a droite du 1 directeur de la

premiere ligne

Permet de savoir si un marché est complet

Pivot de Gauss

L’algorithme du pivot de Gauss consiste a transformer la matrice augmentée d’un systéme linéaire en
une matrice échelonnée réduite en utilisant les opérations (élémentaires) suivantes :
(i) Echanger deux lignes
(ii) Multiplier par une constante non-nulle
(iii) Ajouter le multiple d’une ligne a une autre ligne
Ex:
X+y+7z=-1
2x—-y+5z=-5
-x—3y-9z=-5

Matrice augmentée (on enléve les x, y, z, les + et les =) :

Résolution :

2 € L2-2L1:



0 2 -2
L2<L2/-3
1 1 7
1 3
0 2 -2
L1 € L1-12
1 0 4
0 1 3
0 2 -2
L3 < L3-212
1 0 4
1 3
0 0 4
L13<L3/4:
1 0 4
0 1
0 0 1
L2 €< L2-313:
1 0 4
0 1 0
0 0 1
L1 € L1-4L13:
1 0 0
1 0
0 0 1
x=2
=4



Un systéme d’équations linéaires de n lignes et m colonnes (nxm) peut avoir :

(i) Une unique solution (dans ce cas, n=m et rang(A)= n. Le rang d’une matrice est la
dimension de I’espace des x tels que Ax = 0)

(ii) Aucune solution (dans ce cas, la matrice échelonnée réduite comporte une ligne dont
tous les éléments sont nuls, sauf le dernier. Ex: 00 ... 0 b avecb # 0. La traduction de
cette lighe est 0=b. Comme b #0, il n’y a pas de solution)

(iii) Une infinité de solutions. C’est alors un sous-espace affine de R™ (I'espace des vecteurs
colonne a m composantes).

Ex:

&
X+2y +3t=4
z+2t=5
0=0

Dans ce cas, les colonnes qui ne contiennent pas de 1 directeur seront des parametres :
ici, y et t sont donc des parametres.

On obtient :
x=4-2y-3t
z=5-2t

Les solutions du systeme sont donc :

X 4-2y-3t 4 -2 -3
y =y = 0 +y 1 +t O
z 5-2t 5 0 -2
t t 0 0 1



Algo Pivot de Gauss

1. Trouver la premiére colonne non nulle

j=1

while (colonne est nulle) < while ( sum( (A(:,j)) ~=0) ==size(A,1) )
j=j+1

end

Conditions sur une matrice :

A=0 3 3
1 0 2
A~=0 & 0 1 1

Matrice A nulle :
sum(A~=0) = nb élémentde A
sum(A==0)=0

function R = recurse (A)

\

i= 1 _ Ala fin de la boucle, j est le
while (sum(A(:j) ~=0)==0) > numéro de la premiere

=1

1= colonne non nulle
end <
= 1 . Ala fin de la boucle, i estla
while (A(i,j)==0) p T

Ny premiére ligne du vecteur
end ) A(:,j) telle que A(i,j) 20
tmp =A(1,:);
A(1,:) = A(i,2); Echange des lignes 1 et i
A(i,:) =tmp;

A(1,:) =A(1,)) / A(1,))
fori=2:size(A1) Pivotage de la colonne j
A(i,:) = Ali,2) - A(i,j) x A(1,:);

end
A(2:size (A1), j+1 :size(A,2) ) = recurse (A(2 : size(A,1), j+1 : size(A,2)) )

Attention, il faut implémenter la condition de sortie.

R=A;



Systemes d’inéquations

Exemple :

x1 + 4x2 <

-4x1 + 6x2 <

x1 <

x1 , X2 >
X2

\

21

15

x1<15

Max z =50 000 x1 + 200 000 x2

(sous contraintes)

S.C

En 3D :

x1 + 4x2
-4x1 o+ 6 x2
x1

x1 , X2

IN IN A

IA

surface rouge = tétraédre.

21

15

v

X1



Algorithme du simplex:

x1 x2
1 1
-4 0
1 0
-50 000 -200 000

x3 x4 x5

1 0 o021
0 1 0|0

0O 0 1|15
o o oo

Pivotages : on va choisir un pivot, cad choisir un élément de la matrice

Choix de la colonne : on choisit la colonne la plus a gauche, qui a un terme strictement négatif dans
sa derniere ligne =» colonne 1

Choix de la ligne : on choisit une ligne dont le quotient caractéristique est le plus petit (les g.c ne sont

calculés que pour les termes positifs). =» ligne 3

Pivot: -4
x1 x2 x3 x4 x5
0 4 1 0 -1 6
0 6 0 1 4 60
1 0 0O O 1 15
0O -200000 O O 50000 | 750000
g.c: 6/4 10 -
Pivot: 4
x1 x2 x3 x4 x5
0 1 1/4 0 -1/4 3/2
0O O -3/2 1 11/2 51
1 0 0 0 1 15
0O O 50000 O 0 1 050 000

Ne résout que les systemes d’inéquations dans lesquelles « < ».

Algorithme du simplexe :

Membres de
gauche

A

Membres de
droite

N

Fonction
objectif




Max ¢’ x x o .
.c Ax < Ou c' est un vecteur ligne a n composantes, A est une
. XSV
>0 matrice de n lignes et de m colonnes et b est un vecteur
X - . Y . . 7 .
colonne de n lignes a coefficients non-négatifs.

T=

A | b

- c 0 0

Pivotages :

1) Choisir une colonne : la colonne la plus a gauche avec un terme < 0 en derniere ligne (s’il n’y
a pas une telle colonne, I'algorithme est terminé)
= Colonnej

2) Choisir une ligne : pour chaque ligne i, calculer bi/aj; si a;; > 0. La ligne du pivot sera une ligne
dans laquelle ce rapport est minimal. Si aj; < 0 pour tout i, alors le probléme n’a pas de
solution.
= Colonnei

3) On élimine dans la colonne j tous les termes qui ne sont pas en ligne i. Il suffit pour cela de
soustraire (un certain nombre de fois) la ligne i aux autres lignes. Au préalable, on divise la
ligne i par aj; pour faire apparaitre 1.

Function res = simplexe (A,b,c)
Construire T
While ()
end
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