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Processus stochastique



Espace d'états discret/continu
Temps discret/Continu

Processus stochastique ?

= | Définition : Un processus stochastique {X(1)} _est une ) . o
el Une trajectoire d'un processus est décrit par un couple

fonction du temps dont la valeur a chaque instant dépend (espace, temps)

de l'issue d'une expérience aléatoire. o .
L'espace peut étre discret (ED) ou continu (EC)

Un processus stochastique est donc une famille de variables

L ., Le temps peut étre discret (TD — top d'horloge), continu (TC —
aléatoires (non indépendantes) bs b ( P ge) (

écoulement du temps), temps continu ou les évolutions n'ont lieu
qu'a des instants discrets (EvD)

P

Le temps T, peut étre discret ou continu

L'ensemble E des valeurs que peut prendre X(t) est appelé espace
d'états et peut étre discret ou continu

| = le processus de Poisson est un processus stochastique

Ex/Ty : Quelques exemples
Agenda

EC/TC : réaction chimique ou le mouvement de particules
en interaction

Pré-requis

g - . . Chaines de Markov a temps discret
EC/TD : modele journalier de remplissage d'un barrage . ‘
. .. " ....etatemps continu
ED/TC : le nombre de particules au cours d'une réaction

chimique Processus de Naissance et de Mort

ED/EvD : nombre de clients dans une file d'attente

ED/TD : le gain d'un joueur a chaque étape




CMTD ou...

Ce que I'on va apprendre Les Chaines de Markov a Temps Discret !

Le formalisme en temps discret : chaines de Markov . .
Soit un processus stochastique

Et sa version en temps continu (X} atemps discret et Bt
n’ neN
" Utilisations espace d'états discret... S .
5
4
= QOutils simples de modélisation E peut-étre fini ou infini (mais ’
7 2
= Nécessaires pour la théorie des files d'attente dénombrable) 1o
; 2 03 4 5 s N =T
Processus stochastique a espace d'états discrets
et temps discret
Définition de {X } Représentation
n” neN
' CMTD = Graphe orienté ' Matrice transition
Définition
{X} estune CMTD ssi : P=1pljes
n’ neN
PIX=/X =1 . X =1 ... . X=1]=PX=/X =1 ]
1.e. C'est un processus sans mémoire ! De plus : 0 pn, 0 py
PIX=.X =i X = ....X=i1=p%p b b . po|0 0 1 0
0 0
' Restriction P P
I 0 0 0
On ne considere que les CMTD homogeéne, ie tq : Py=DPa=1
b= PIX=/X =]VneN Pt =l
1q : on vérifie toujours : ), p,;=1 Pyt py=1

JEE




Jouons a la souris (1) Jouons a la souris (1)

2 hypothéses : 2 hypothéses :

1) souris amnésique 1) souris amnésique

2) déplacement aléatoire (choix couloir équiprobable) 2) déplacement aléatoire (choix couloir équiprobable)
Processus de
modélisation

- 1 état pour modéliser la sortie

- 1 piece = 1 état de la CMTD

- 1 couloir = 1 transition entre état

- choix aléatoire d'un couloir = valuation
des transitions par des probabilités

Jouons a la souris (1) Jouons a la souris (1)

2 hypothéses : Imaginons que la souris soit initialement dans la picce 2 !

1) souris amnésique Quelques questions que I'on peut se poser :
- Quelle est la probabilité qu'elle y soit a nouveau apres
4 déplacements ?

2) déplacement aléatoire (choix couloir équiprobable)

Processus de

modélisation . .
- Combien de fois passera-t-elle en moyenne par la

piece 3 avant de sortir ou de tomber définitivement
dans la piece 5 ?

- Quelle est la probabilité que la souris sorte un jour ?

Modeéle de déplacement
de Ia souris dans le - Combien en moyenne fera-t-elle de déplacements pour
labyrinthe

revenir dans la piece 2 ?

CMTD homogéne




Jouons a la souris (1) Analyse d'une CMTD

Imaginons que la souris soit initialement dans la piece 2 !

Régime transitoire

Quelques questions que 1'on peut se poser :

- Quelle est la probabilité qu'elle y soit a nouveau apres
4 déplacements ?

Distribution du temps de séjour dans un état

n;‘”z% Classification des états
- Combien de fois passera-t-elle en moyenne par la Etats Etats
piece 3 avant de sortir ou de tomber définitivement
dans la piece 5 ? R23:2
- Quelle est la probabilité que la souris sorte un jour ? Périodiques Apériodiques Transitoires ~ Récurrents
Modeéle de déplacement f :l_
de Ia souris dans le % Nuls Non nuls

- Combien en moyenne ferg-t-elle de déplacements pour

labyrinthe revenir dans la piece 2 ?

2 Régime permanent
==

Régime transitoire d'une CMTD

Le départ de la souris (2)

' But : déterminer le vecteur ™™ des probabilité d'états m

Imaginons que la souris soit initialement dans la piece 2 |
® & P[X =j] pour que le processus {X } __se trouve !
dans 1'état j a la n*™° étape du processus :

.n.(n) def [.,Tj(n)]jeE = [.,Tl(n), .n.z(n), ]

\ (0)_
n"'=(0,1,0,0,0,0] soir | "
7T[j =0, Vj#2

(n) i e
" : Etat du processus alan”™ étape du processus

Dépend de :

La matrice de transition P

Le vecteur de probabilités initiales @




Régime transitoire (...) Régime transitoire (...)

Formule des probabilités totales : Formule des probabilités totales :

(n) _ (n-1)
m= Z X Py

ick

n'=P[X,=j]= Y P[X,=jIY, =i]xP[Y, =]
icE
TTLjn) = Z TTE.n_” X pij
icE

A= Uy p

12

Retour sur notre exemple :

Trtn) — TTLO) * P" (n)_ (-1 (n—1 (n-1

— ) ) )
=T X py T, X py iy X py

w_ 1 w1, 1 - 1 o %
m=—m, +—m, '+—T,
1 2 1 2 2 4 3

Régime transitoire (...) Le retour de Ia souris (3)

[T Imaginons que la souris soit initialement dans la picce 2 !
Formule des probabilités totales :
- Quelle est la probabilité qu'elle y soit a nouveau apres
(n) _ (n-1} (o) — _(n-1} 4 déplacements ?
T = Z T X p, m'=m %P P
ik ie: calcul de s sachant quer' =1
Tr(”) — .’T(O) x P"

' Evolution globale du processus X :

Soit p, ™ la probabilité de transition de i vers j en m étapes :

p™ = P[X  =j/X =]

{m) _ (m-1)
Py _Z P Py

k€EB




Le retour de la souris (3)

Imaginons que la souris soit initialement dans la piece 2 !

- Quelle est la probabilité qu'elle y soit a nouveau apres
4 déplacements ?

ie: calcul de Tr(;” sachant que Tr(20)= 1

A

m=PLX,= =Y PLY, = 71X =XPLX =]

i€k

Classification des états d'une CMTD
irréductible

Définition : une CMTD est dite irréductible ssi de tout
¢tat 1 on peut atteindre tout état j (en un nombre fini
d'étapes) :

Vi, jek, Am>1 tel que p(l‘.;”)#O

Remarque : tout chaine non irréductible possede au
moins une sous-chaine absorbante

Temps de séjour

Distribution du temps de séjour (propriété) :

Le temps (en nombre d'étapes) passé dans un état d'une
chaine de Markov en temps discret a une distribution
géométrique (de paramétre p,, pour lout élat J)

Classification des états d'une CMTD
périodique
Définition : un état j est périodique si on peut y revenir
qu'apres un nombre d'étapes multiple de k > 1

Ak>1 tel que pg” =0 pour m non multiple de k.

Remarque : la période de 1'état j est alors le plus grand entier
k vérifiant cette propriété

Définition : la période d'une CMTD est égale au PGCD de
la période de chacun de ses €tats. Une CTMD est dite
périodique si sa période est supérieure a 1 (et apériodique si
sa période est €gale a 1)

Propriété : la période d'une CMTD est égale au PGCD de la
longueur de tous les circuits du graphe associé



Classification des états d'une CMTD

Y . Classification des états d'une CMTD
transitoire

transitoire (...)
' Soit £,™ la probabilité que le premier retour en j ait lieu n
¢tapes apres l'avoir quitté. Ergodique = apériodique et récurrent non nul

Soit f, 1a probabilité de revenir en j aprés I'avoir quitté : Propriété : tous les états d'une CMTD irréductible sont

i tous de méme nature
fijzf(;) » . crer les & dq irréductible fini
Soit M., le femps moyen de retourenj : M => o Proprrlete : tous les états d'une CMTD 1rréductible finie
! o sont récurrents non nuls.

Définition : un état j est dit :
Transitoire si f;j <1
Récurrent si fjj =1;deplusil est:
Récurrent nul si le temps moyen de retour en infini : Mj =w

Récurrent non nul si le temps moyen de retour est fini : Mj <o

Autres parameétres de performances...

(1) _
Sous-chaine | B fi.(“) : proba(i — j en exactement n étapes) . Sy =py )
absorbante I ! f i =Z Pt W
k=

=k fij : proba(i — j en n, quelconque, d'étapes)
fz'jEZ f;l):py‘l'; Pty
n=1 )

' Soit R, le nombre moyen de passages par 1'état j sachant que

I'on vient de 1'état 1

Sous-chaine
absorbante 2

But | TRANSITORE car f,,= =< :
R,= Z nProba(exactement n passages par jlétat initial =i

n=1
R. /y

111

Efat 6 : RECURRENT NON NUL car f o= /=1 et ;=2 <
Efat 3 : RECURRENT NON NUL car f,=1 etM, =5




La trappe de la souris (4) Sauvons la souris (5)

Imaginons que la souris soit initialement dans la piece 2 ! Imaginons que la souris soit initialement dans la piece 2 |

- Combien de fois passera-t-elle en moyenne par la
piece 3 avant de sortir ou de tomber définitivement
dans la piece 5 ?

- Quelle est la probabilité que la souris sorte un jour ?

SORTIE = état 6 — Calculons f
l fou=Pufret Puf =

ie : on cherche le nombre moyen de passages en 3 !
R,;=nb moyen de passages par l'état ;
sachant que I'on vient de I'état i
f 23
(1 - f 33)

= Ry=

fn=.

La souris tourne en rond (6)

Régime permanent

Imaginons que la souris soit initialement dans la picce 2 ! Etude d'un état stationnaire (S‘ﬂ existe ! l)

- Combien en moyenne fera-t-elle de déplacements pour
revenir dans la piece 2 ?

1.e. : on s'intéresse a la limite lorsque n — oo du vecteur
des probabilités 1r(n)

Réponse : M, =temps moyen de retour en 2 ! Cette limite existe-telle ?

Comment la calculer (si oui) ?




Comment analyser ? Comment analyser (plus simple)

. , . . n_ ) pin)
Facile ! Il suffit d'étudier lim [r"=m" P

Mais comment faire pour calculer P"?

Intuitivement, on a envie de dire :
régime permanent = 1" = 77!

' Diagonalisationde Pen: p=y~'.p-pu D est la matrice des Donc, il faut résoudre 1w = 1P

valeurs propres, U base (inversible)

' Dou: pP'=U"'-D"U

" L'existence du régime stationnaire se résume a l'existence et au
calcul éventuel de :

Mais quelles sont les conditions pour que ¢a marche ?

Chaine irréductible
" CMTD apériodique

. 0) 5 n Etats récurrents non nuls
lim U™ DU

n—w

(. crix 1 remarques
Régime permanent : Propriété Quelques re q
' ﬂj:Zﬂipij, VjeE & w=nP

' Dans une CMTD irréductible et apériodique le vecteur 7 o
des probabilités limites m=Ilim m'dxiste toujours et est

D .. o e, . , "M, E TPy S m,p;= mp; car ), pi=1
indépendant de la distributién”des probabilités initiales = JTRTP S MRS 2Ty 2 p,

icE i€E JEE icE
©omp, = nb moyen de transitions de j vers i par unité de temps, donc

* Soit tous les états sont transitoires ou récurrents nuls et 7t.=0 pour . e
. la somme () est le flux moyen de sortie de I'état |

toutj€ E
. . , . * Idem pour mT.p. qui le flux moyen d'entrée dans I'état |
* Soit tous les états sont récurrents non nuls et les T, sont solutions 1y

du systéme : Donc en régime permanent, on peut écrire :

Pour tout état j, flux sortant de j = flux entrant dans

™, = Znipl.j, V jeE

ieE

erl:l

i€k

Si les probabilités stationnaires existent, alors : n’:l\14_




Agenda La version continue des Chaines de Markov
" Pré-requis Soit un processus stochastique
I hY . E A
Chaines de Markov a temps discret {X,} ey @ temps continu et
\ R . espace d'états discret... 6
... €t 2 temps continu s
Processus de Naissance et de Mort 4
E peut-étre fini ou infini (mais i
dénombrable) 28
1 :
T TI ";2 T3 T, g

Processus stochastique a espace d'états discrets
et temps continu

Caractérisations d'une CMTC

Définition de {X }

t=0

Définition

. e ‘1’ Une CMTC est un processus stochastique a espace
{X} ., estune CMTC ssi : : P d P

d'états discret et a temps continu tel que :

PIX(t)=) /Xt _)=1 ., X(t =1 ..., X(t)=1,] =P[X(t)= / X(t_)=1 ] Le temps passé dans un état i a une distribution exponentielle

n-17

. ' o de taux p,
1.e. C'est un processus sans mémoire !
' o Les transitions d'un état i vers les autres états sont probabilistes
Restriction
.l On ne considere que les CMTC homogeéne, c'est-a-dire celles TN
¥ e, . , . i Fy T H
- Il dont les probabilités p,; sont indépendantes des instants p
. . _Hi
d'observations, soit : py=
> i IJU-I-IJLk
P, OE P[X(tts)=j/X(s)=1] Vs=0 Iy
e~
’ Nﬁﬂik




Analyse des CMTC(C's

&' A une CMTC, on associe une matrice Q, appelée
générateur infinitésimal tel que :

_Z“u Ky oMy o

Jj#1

My _Z My o
Q = Jj#2

Ky Ky

Analyse du régime permanent d'une CMTC

Comme dans le cas discret :

lim 7 (/Existe-t'elle ?

§;zlle existe, peut-on la calculer ?
Rappel : pour un CMTD, la condition est d'étre
irréductible et apériodique !

Periodicité d'une CMTC ?...

Régime transitoire

" Consiste a déterminer le vecteur r(t) des probabilités
d'état : m(r)=P[X(t)=/]a/@lit instant du processus :
()= (O] ep=[m; (), (1),..]

" De la méme fagon que pour une CMTD, ce vecteur des
probabilités dépend :

Du générateur infinitésimal Q
Du vecteur des probabilités d'états initiales 17(0)
On montre que :
m(t)=m(0)e?

o,

avece®'= Id-l—Qt+2—.

Classification des états

Etats

Transitoires Récurrents

Nuls Non nuls

Sila CMTC est irréductible alors tous les états sont de
méme nature

2 Lien fort entre CMTC et CMTD = notion de CMTD incluse



CMTD incluse

Définition : La CMTD incluse dans la CMTC de
générateur infinitésimal Q, avec les éléments q; = Hp;
(1#]), est une chaine de Markov a temps discret dont la
matrice de transitions a pour €léments les p;

CMTD incluse

Avec : 'ITU:—U:—U

H; Z My,

k#i

Existence des probabilités stationnaires

Propriété : Dans une CMTC irréductible, le vecteur 1 des

probabilités limites ™ j=}lm m,{t) existe toujours et est

indépendant de la distribution des probabilités initiales 7r(0).
Soit tous les états sont transitoires ou récurrents non nuls et =0
pour tout ] € E

Soit tous les états sont récurrents non nuls et les ™, sont I'unique
solution du systéme :
Z m,q,=0, V jEE

i€eE

Zﬂi=1

i€eE

Conséquences de la chaine incluse

" Propriétés : une CMTC est irréductible ssi la CMTD
incluse est irréductible.

1€ CMTC est transitoire © 1 € CMTD incluse est transitoire

1€ CMTC est récurrent & 1 € CMTD incluse est récurrent

Propriété : Tous les états dun CMTC irréductible sont de
meéme nature :

Soit tous transitoires,
Soit tous récurrents nuls,

Soit tous récurrents non nuls.

Si, de plus, E est fini, tous les états sont récurrents non nuls

Quelques remarques

= L ZTrl.qij:O, VjeE & Q=0

i€k

zz’EETrz’qzjzo ®2i¢j"iqy+”jqjj=0
o1 ¢, =H, et qjjz_zi¢j Ky
Donc zz’#j Ty =zz’¢j My,

= J Derniére équation = équation d'état traduisant I'équilibre entre

le flux entrant dans 1'état j et le flux sortant de 1'état j, 1.e.

Pour tout état j, flux sortant de j = flux entrant dans j




Résolution numérique des CMTC

Utilisation de méthodes itératives
Gauss-Seidel, Jacobi, méthode de relaxation SOR/SSOR

Outils :

PRISM (Probabilistic Symbolic Model Checker) :
http://www.cs.bham.ac.uk/~dxp/prism/

MathLab

Mobius (Model-based environment ofr Validation of System,
Reliability, Availablity, Security and Performance)
http://www.mobius.uiuc.edu/

Processus de Naissance et de Mort

Cas particulier des processus Markoviens tels que {X =i}
Stable=>X =1
ntl
Mort=>X =1-1
n+l
Naissance =>X  =i+1

A

X

Agenda

Pré-requis
Chaines de Markov a temps discret
.... et a temps continu

Processus de Naissance et de Mort

Processus de Naissance et de Mort
(temps continu)

“ ' Dans un état E,_ et dans un pefit intervalle de temps At seuls

deux événements peuvent se produire :
Naissance : probabilité = A A
Mort (si k>0) : probabilité = p,-At
.. et rien se produire avec une proba = (1—(A,+u,))-At
La matrice des taux de transition est définie par :
Q=N 1)
Tar1= 0

Qg1 =Hy pour k>0
q,=0 sinon



Etat stationnaire d'un processus de

Etat stationnaire d'un processus de naissance et de mort (2)

naissance et de mort (1)

Condition de stabilité (ergodicité)

" Représentation graphique de la chaine de Markov
e A, A A A, =, A,
OO CHCHTI CHr
o, H, Hy Hia

I Une condition suffisante : a partir d'un certain état le

Equations d'états d'équilibre : . g : .
rapport naissance / mort reste inférieur a un seuil < 1

Pour tout état j, flux sortant de j = flux entrant dans j

u, p(1)=2, p(0)
(At p(k)=2,_ p(k=1)+py,, p(k+1), pour k>1

A
I p<l, k, telsque k>ky, >—<p

: ﬁ A,
. A :
soit p(k+1)—uk“ plk) ' Laformule générale :  p(k)=—2= ,ﬁ"l“/\
k-1 ;
A, 1+
donc p(k)ZHIJ p(O) kz:‘; ~ ui+1 E E E
i=0 Mit+1

Processus de naissance et de mort célébres...

Processus de Naissance Pure :
Pas de mort : p, =0
Taux de naissance indépendant de la population : A, =A

(At

Il s'agit de... laloi de Poisson défini par:  p,(1)= ¢

Processus de Mort Pure :
Pas de naissance : A=0

Taux de mortalité indépendant de la population : y, =u

—ut

Il s'agit de... la loi exponentielle :  p,(1)=¢




